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� Introduzione alla problematica dei fenomeni non
deterministici

Si considerino i seguenti esperimenti semplici�

a� una moneta con le facce contrassegnate da testa e croce viene lanciata
a mano su un tavolo e si osserva la faccia che resta scoperta una volta
che la moneta si �e fermata�

Figura ���

b� dato un corpo rigido C di lunghezza L di oltre � metri e dato un metro
campione suddiviso in decimetri	 centimetri e millimetri	 si misura L
con l�approssimazione del millimetro mediante il metodo del riporto

�g� �����

Figura ���

c� sia dato un elettrone con velocit�a
�
v che viene fatto passare attraverso

una fessura F 
�g� ����� con uno schermo �uorescente S si riveli la
posizione in cui l�elettrone viene a cadere	 misurando in particolare la
coordinata y�
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Questi tre esperimenti hanno un aspetto fondamentale in comune� in
base ai dati a nostra disposizione �e impossibile predire con esattezza il
risultato dell�esperimento�

Un altro modo per esprimere lo stesso concetto �e� ripetendo pi�u vol�
te lo stesso esperimento	 pur mettendosi il pi�u possibile nelle �stesse�
condizioni	 si ottengono risultati diversi�

Nel caso a� ci�o �e dovuto al fatto che una piccolissima variazione nella
spinta iniziale	 nella velocit�a di rotazione e nella posizione relativa mano�
tavolo comporta	 dopo la caduta	 una posizione completamente diversa
della moneta� Naturalmente se il lancio avvenisse in condizioni perfetta�
mente uguali 
ad esempio con un dispositivo meccanico di lancio e sotto
vuoto� il risultato sarebbe ogni volta identico	 ma se il lancio �e fatto
a mano �e impossibile raggiungere un tale controllo dell�impulso e della
posizione iniziale in modo da ottenere un risultato �sso�

Nel caso b� l�indeterminatezza del risultato �e dovuta sia alla di�colt�a di
avere un perfetto allineamento tra l�estremo di C e l�origine del metro
nella posizione �	 sia alla di�colt�a di riportare l�origine del metro nelle
posizioni �	 �	 � nei punti in cui si aveva la �ne dello stesso nelle posizioni
�	 �	 �	 sia in�ne alla di�colt�a di arrotondare al millimetro la lettura �
eseguita nella posizione ��

Dopo aver fatto qualche prova si trover�a che	 procedendo con attenzione	
si ottengono misure di L che di�eriscono tra loro di � mm o	 in casi
eccezionali	 di � mm�

Si noti che se avessimo preteso	 con lo stesso metodo	 di stimare L al
decimo di millimetro	 avremmo ottenuto dei numeri assai pi�u variabili

letture di�erenti per parecchi decimi di millimetro�	 mentre se avessimo
richiesto di stimare L al centimetro il risultato sarebbe stato sempre
uguale� da questa semplice osservazione ricaviamo l�indicazione che il
problema della indeterminazione si presenta nella misura in cui si cerchi di
spingere l�approssimazione ai limiti delle capacit�a dell�apparato di misura
stessa��

Nel caso c� l�indeterminazione di y �e dovuta ad un principio generale	

�Nell�esempio in esame gioca un ruolo importante anche il grado di complessit�a
dell�esperimento �nel nostro caso il numero di riporti�� ad una maggiore complessit�a
infatti corrisponde una maggiore indeterminazione del risultato� Si pensi infatti che
se L fosse stata inferiore al metro� sarabbe stato possibile ottenere misure sempre
uguali nell�ambito dell�arrotondamento al millimetro�
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accettato come legge della natura	 secondo il quale nel momento in cui la
coordinata y �e obbligata ad essere compresa in un intervallo 
ci�o avviene
quando l�elettrone passa attraverso F �	 in corrispondenza la componente
vy della velocit�a 
che prima era zero�	 subisce una indeterminazione tanto
pi�u ampia quanto pi�u stretta era la fessura� si tratta del celebre principio
di indeterminazione di Heisenberg�

Come si vede in tutti e tre i casi	 anche se per motivi diversi	 �e impossibile
descrivere ci�o che ci si aspetta come risultato degli esperimenti	 per mezzo
di semplici variabili numeriche	 deterministiche� In tutti e tre i casi
alla domanda �quale risultato ti aspetti dall�esperimento�� sulla base
di esperienze precedenti	 si pu�o solo rispondere ipotizzando una gamma
di possibili valori e un ordine di priorit�a tra di essi� Questa priorit�a
espressa mediante un numero reale compreso tra � e � prende il nome di
probabilit�a�

� La de�nizione di probabilit�a

Riassumendo la discussione del x� possiamo dire che vi sono esperimenti
il cui risultato non �e univocamente de�nito� si ha piuttosto un insieme
di possibili risultati e un ordine di priorit�a tra di essi�

Occorre creare degli enti matematici che rappresentino in modo formale
tali propriet�a� Questi enti sono le variabili causali che possiamo costruire
nel seguente modo�

� indichiamo con S l�insieme dei possibili risultati dell�esperimento
in oggetto� per semplicit�a conviene rappresentare S mediante un
insieme di punti 
in uno spazio a � o pi�u dimensioni��

� consideriamo una parte di tali risultati	 ossia un sottoinsieme di S	
caratterizzati dal fatto di godere tutti di una propriet�a q�

� stabiliamo una regola che a tutti i sottoinsiemi	 ovvero a tutte
le propriet�a q	 che ci interessano	 assegna un ordine di priorit�a
espresso mediante un numero reale compreso tra � e ��

Questa regola prende il nome di distribuzione di probabilit�a� Natural�
mente a seconda di come tale regola viene stabilita	 in rapporto alle pro�
priet�a �siche dell�esperimento	 si ottengono diversi schemi concettuali di
rappresentazione della realt�a sperimentale�
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Riportiamo qui tre diverse de�nizioni di probabilit�a�

I La de�nizione di Laplace

Questo autore si rif�a ad un concetto di simmetria	 suddividendo l�insieme
dei possibili risultati di un esperimento in gruppi tra loro indistinguibili
a priori per motivi di simmetria� ad ogni gruppo viene poi assegnata la
stessa probabilit�a�

Ad esempio	 per l�esperimento lancio di una moneta	 se �e impossibile
distinguere �sicamente una faccia dall�altra	 si porr�a

probabilit�a di avere testa � ���

probabilit�a di avere croce � ���

Se l�esperimento fosse �due lanci consecutivi della moneta� si avrebbero
i seguenti possibili risultati�

cc	 ct	 tc	 tt

Essendo indistinguibili a priori	 ad ognuno di essi si assegner�a probabilit�a
� ���� se poi si volesse de�nire la probabilit�a che su due lanci si ottenga
croce almeno una volta	 si pu�o osservare che tre dei risultati possibili
soddisfano tale requisito e si assume perci�o�

probabilit�a di ottenere una croce su due lanci � ���

La di�colt�a di tale de�nizione sta nel fatto che non sempre si pu�o decom�
porre l�insieme dei possibili risultati di un esperimento non deterministico
in base ad un principio di simmetria�

II La de�nizione di Von Mises

Questa de�nizione prende lo spunto da un principio	 stabilito su basi
sperimentali	 che va sotto il nome di legge empirica del caso�

Si considerino N ripetizioni dello stesso esperimento e si conti il numero
Nq dei risultati che veri�cano una certa propriet�a q� ad esempio	 nel caso
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b�	 si prendano tutte le misure di L � uguali ad un valore assegnato�
Il rapporto Nq�N prende il nome di frequenza relativa della propriet�a
q	 sulle N prove� si veri�chi sperimentalmente che all�aumentare di N 	
tale frequenza	 pur variando da un N ad un altro	 tende ad assumere un
valore nel senso che le oscillazioni pi�u ampie attorno ad esso tendono a
diventare sempre pi�u rade� Un esempio tipico �e proprio quello del lancio
di una moneta �non truccata�� in �g� ��� riportiamo la sequenza di
frequenze di �croci� su �� lanci�

Figura ���

Assumendo per principio che il limite esista	 si pone allora


probabilit�a che il risultato dell�esperimento

veri�chi la propriet�a q� � lim
N��

Nq

N

Bench�e molto attraente	 perch�e stabilisce un legame diretto tra esperien�
za e schema teorico	 questa de�nizione presenta una di�colt�a di ordine
logico� infatti si pu�o notare che	 bench�e estremamente improbabile dal
punto di vista intuitivo	 non �e impossibile che ogni lancio di una lunga
serie dia croce come risultato�

Sulla base di questa serie di esperienze si arriverebbe perci�o a concludere
che

�Arrotondate al millimetro�
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probabilit�a di ottenere croce � ��

Naturalmente bisognerebbe essere molto �sfortunati� per incappare in
un tale caso	 ma ci�o non �e impossibile a priori�

III La de�nizione assiomatica di probabilit�a

Si tratta della de�nizione oggi usata e sar�a da questo punto di vista che
ci porremo nello studio delle variabili casuali nei prossimi paragra��

Questo punto di vista consiste nel de�nire le distribuzioni di probabilit�a
in base alle propriet�a assiomatiche cui esse devono soddisfare� per non
dilungarci eccessivamente diciamo che una distribuzione di probabilit�a
sull�insieme S	 che prende il nome di insieme dei valori argomentali	 non
�e altro che una misura	 su una famiglia di sottoinsiemi	 A	 di S che
include S stesso e l�insieme vuoto �	 che oltre ai normali assiomi della
misura soddisfa anche la relazione

P 
S� � � � 
����

Notiamo che la misura P �e tale rispetto alla famiglia A che ha il ruolo
della famiglia degli insiemi misurabili secondo P � Ricordiamo che per
essere una misura P deve soddisfare le relazioni

P 
A� � � � P 
�� � � 
����

P 
A �B� � P 
A� � P 
B� 
A � B � �� 
����

P 
AC� � �� P 
A� 
AC � S � A� 
����

Gi�a da questa prima propriet�a si comprende come deve essere strutturata
la famiglia degli insiemi misurabili� Ad esempio supporremo per ipotesi
di poter sempre unire due insiemi 
o eventi� A e B � A ed ottenere ancora
un insieme diA 
cio�e misurabile�	 anche quando A e B non siano disgiunti
come in 
����� A questo punto appare ovvio anche che l�intersezione di
due eventi A e B deve essere misurabile	 infatti

A �B � 
AC �BC�C � 
����
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Pertanto la famiglia A deve almeno essere un�algebra di insiemi	 munita
di unit�a	 cio�e S per cui vale A � S � A� 	A � A�

Questo insieme di propriet�a	 a rigore	 de�nisce uno schema probabilistico
in senso lato� infatti per motivi tecnici �e spesso necessario in teoria della
probabilit�a fare non solo l�unione di � 
o comunque di un numero �nito�
eventi	 ma anche l�unione di una successione di eventi An� richiedendo
che anche

S��
n��An � A�

La propriet�a corrispondente in termini di probabilit�a deve essere che

P 

���
n��

An� �
��X
n��

P 
An� 
����

quando gli An sono a due a due disgiunti	 cio�e

An � Am � � n 
� m � 
����

Queste speci�cazioni servono solo se l�insieme S �e in�nito	 mentre quando
S �e �nito uno schema in senso lato �e tutto ci�o di cui si ha bisogno�

Ad esempio nel caso del lancio di una moneta	 S �e costituito da due valori
argomentali che per convenzione possiamo porre

X � � corrisponde al risultato testa

X � � corrisponde al risultato croce �

S �e dunque l�insieme dei due punti di coordinate � e ��


S � f�g f�g� �

I soli sottoinsiemi di S sono

�� f�g� f�g� f�� �g �

se la moneta non �e truccata	 seguendo anche l�indicazione della de�nizio�
ne di Laplace	 possiamo porre





P 
�� � �
P 
f�g� � ���
P 
f�g� � ���
P 
f�� �g� � �

In questo modo gli assiomi 
����	 
����	 
���� sono soddisfatti	 e diremo
che �e de�nita una distribuzione di probabilit�a�

E� facile generalizzare questo esempio al caso generale di un insieme �nito	
costituito da N punti per il quale si dimostra che il numero di possibili
sottoinsiemi �e �N �

Naturalmente il vero problema �e� che rapporto esiste tra questa de�ni�
zione e il fatto concreto	 ad esempio che se lancio N volte una moneta
ottengo Nt volte testa ed Nc volte croce�

Grande merito di questo approccio assiomatico alla teoria della proba�
bilit�a �e proprio quello di essere in grado	 a partire dai semplici assiomi
detti	 di de�nire degli enti teorici il cui comportamento �e marcatamente
simile a quello trovato empiricamente per Nt ed Nc� in particolare	 come

si vedr�a nei prossimi paragra�	 il rapporto
Nc

N
� 
frequenza di croci su N

lanci�	 tender�a ad avere per N crescente un andamento che ben spiega il
comportamento visto in �g� ���� In questo senso la giusti�cazione dello
schema matematico creato si ha a posteriori nel confronto tra risultati
teorici e risultati empirici�

� Primi teoremi sulle distribuzioni di probabilit�a

a� Teorema della probabilit�a totale

Si vuole risolvere il seguente problema� dati due eventi A e B 
due sot�
toinsiemi di S� quale �e la probabilit�a che si veri�chi A o B	 cio�e quanto
vale P 
A �B��

Se i due insiemi A e B sono disgiunti	 per la de�nizione assiomatica di
probabilit�a

�



Figura ���


A � B � �� 
����

P 
A � B� � P 
A� � P 
B� �

Se invece A e B non sono disgiunti si pu�o notare che

Figura ���

A � B � 
A� B� � B

e poich�e evidentemente A�B e B sono disgiunti

P 
A �B� � P 
A� B� � P 
B� �

Ora notiamo che

A � 
A�B� � 
A � B�

e poich�e ancora A�B e A � B sono disgiunti	 si ha

P 
A� � P 
A� B� � P 
A �B� �

Ricavando da questa P 
A�B� e sostituendo nella precedente si trova il
teorema della probabilit�a totale�

P 
A �B� � P 
A� � P 
B�� P 
A �B� 
����

Si osservi che la 
���� contiene anche la 
�����

��



Esempio ���� estraendo a caso una carta da un mazzo da scopa 
��
carte� si vuole sapere quale �e la probabilit�a che la carta sia cuori oppure
che sia una �gura� In questo caso gli eventi A e B sono

la carta estratta �e cuori � A

la carta estratta �e una �gura � B

A �e formato dall�unione di �� eventi distinti 
estraggo l�asso	 il due	 ��� il
re di cuori�	 ciascuno dei quali ha probabilit�a P � ����� perci�o

P 
A� � ����� � �� ��� �

B invece �e formato da �� eventi distinti ed equiprobabili 
fante	 donna	
re di cuori� fante	 donna	 re di �ori	 ecc�� perci�o

P 
B� � ����� � �� ���

A�B �e formato da � eventi distinti ed equiprobabili 
fante	 donna	 re di
cuori� e quindi

P 
A � B� � ���� � �� ��� �

La risposta �e quindi

P 
A �B� � �� ��� � �� ���� �� ��� � �� ���

b� De�nizione di probabilit�a condizionata

Spesso accade che sia importante esaminare la distribuzione di probabi�
lit�a di una certa variabile su una parte soltanto dei valori argomentali	
cio�e restringendo l�insieme S ad un suo sottoinsieme� Ad esempio si con�
sideri una popolazione di ��� individui classi�cati secondo il colore degli
occhi e dei capelli�

capelli
chiari scuri

occhi chiari �� ��
scuri �� ��

��



se estraggo un individuo a caso	 la probabilit�a che questo abbia occhi
chiari sar�a data da

P � 
�� � ������� � �� ��

Ora per�o posso chiedermi	 se separo gli individui dai capelli chiari da
quelli coi capelli scuri	 cosa vale la probabilit�a di estrarre a caso un
individuo con occhi chiari	 tra quelli con i capelli chiari�

La risposta �e evidentemente

P � ����� � �� 

Come si vede	 isolando una parte della popolazione con dati valori argo�
mentali 
nell�esempio restringendoci ai soli individui con capelli chiari�
si genera una nuova distribuzione di probabilit�a�

Indirizzati dall�esempio	 poniamo per de�nizione come probabilit�a dell�e�
vento A	 condizionato dall�evento B	

P 
AjB� � P 
AB��P 
B� � 
����

P 
AjB� risponde alla domanda� quale �e la probabilit�a che il risultato del
nostro esperimento	 ovvero una estrazione della nostra variabile	 appar�
tenga ad A	 dando per scontato che questo veri�ca la propriet�a B 
cio�e
appartiene a B��

E� facile dimostrare formalmente che P 
AjB� �e una vera distribuzione di
probabilit�a con insieme dei valori argomentali uguale a B�

Nell�esempio usato precedentemente se si indicano con�

A � estrazione di un individuo con occhi chiari

B � estrazione di un individuo con capelli chiari

si ha proprio

P 
B� � ������ � �� �
P 
AB� � ������ � �� �
P 
AjB� � �� ���� � � �� 

�Per semplicit�a indichiamo l�intersezione tra i due sistemi A e B con la formula
A � B 	 AB�

��



come si era gi�a trovato intuitivamente 
aiutandoci con la de�nizione di
Laplace��

La prima cosa che salta all�occhio proprio in questo esempio �e che P 
AjB� �
��  �e molto pi�u alta che P 
A� � �� �� questo signi�ca che esiste un qual�
che legame	 nella popolazione in esame	 tra il fatto di avere i capelli
chiari e quello di avere occhi chiari� Questo legame non �e deterministico	
infatti non tutti gli elementi con capelli chiari hanno occhi chiari	 ma
probabilistico�

Questa considerazione induce a introdurre la de�nizione di indipendenza

stocastica di un evento A da un altro B�

diciamo che A �e stocasticamente indipendente da B se

P 
AjB� � P 
A� 
����

Esempio ��	� nel caso visto nell�Esempio ���	 A �e stocasticamente
dipendente da B	 infatti

P 
AjB� � ��  
� P 
A� � �� �

Esempio ���� si consideri una popolazione di ��� individui catalogati
per sesso e colore dei capelli�

capelli
chiari scuri

sesso maschi �� ��
femmine �� ��

Siano�

A � estrazione di un individuo con capelli chiari

B � estrazione di un individuo di sesso femminile

Risulta�

P 
A� � ������ � �� �

P 
AjB� � P �AB�
P �B�

� ������
	�����

� ���
��	

� �� �

��



perci�o A �e stocasticamente indipendente da B�

c� Teorema della probabilit�a composta

Viene indicata come probabilit�a composta di A e B la probabilit�a che
una estrazione appartenga contemporaneamente ad A e a B	 cio�e P 
AB��

Vale il seguente teorema�

condizione necessaria e su�ciente perch�e due eventi A e B
siano stocasticamene indipendenti �e che la probabilit�a com�
posta di A e B sia uguale al prodotto delle singole probabilit�a
di A e B

P 
AB� � P 
A�P 
B� � 
����

Infatti se A �e indipendente da B

P 
AjB� �
P 
AB�

P 
B�
� P 
A�

da cui segue 
��� �� se viceversa 
���� �e veri�cata	 allora

P 
AjB� �
P 
AB�

P 
B�
�

P 
A�P 
B�

P 
B�
� P 
A�

ed A risulta indipendente da B�

Osservazione ���� se A �e indipendente da B allora B �e indipendente
da A� infatti	 per la 
����	

P 
BjA� �
P 
AB�

P 
A�
�

P 
A�P 
B�

P 
A�
� P 
B� �

Osservazione ��	� dalla de�nizione di probabilit�a condizionata si ricava
la formula	 sempre valida	

P 
AB� � P 
AjB�P 
B� � P 
BjA�P 
A�

Da questa a sua volta si pu�o ricavare

��



P 
ABC� � P 
AjBC�P 
BC� � P 
AjBC�P 
BjC�P 
C� 
����

e cos�� via�

d� Il teorema di Bayes

Questo teorema dal punto di vista formale pu�o apparire come un semplice
gioco di formule	 in realt�a �e un primo risultato profondo su cui si basa
un�intera branca della statistica	 detta appunto Bayesiana�

L�idea di fondo �e la seguente� sia fDi� � � �� � � � � ng una partizione di S	
ovvero

n�
i��

Di � S 
����

Di �Dj � � i 
� j�

Supponiamo che sia assegnata una distribuzione di probabilit�a su S per
cui P 
Di� sono note� Supponiamo ora di compiere un esperimento stoca�
stico	 descritto da P su S	 di cui non si conosca esattamente il risultato	
ma si sappia piuttosto che il punto che lo rappresenta deve stare in un
qualche A � S	 come nella �gura seguente�

Figura ���

Ci si chiede	 come ha in�uenzato la distribuzione di probabilit�a tra i Di

il fatto di sapere che l�esperimento ha un risultato vincolato ad A�

Teorema di Bayes� vale la formula

��



P 
DijA� �
P 
AjDi�P 
Di�Pn
k�� P 
AjDk�P 
Dk�


���

In e�etti la situazione sopra descritta corrisponde ad un restringimento
della popolazione su cui si distribuiscono i risultati	 cos�� che le probabilit�a
P 
DijA� sono la risposta al quesito� Che queste siano date dalla 
���
deriva dall�osservare che

P 
AjB�P 
B� � P 
BjA�P 
A� � P 
AB� 
����

cos�� che

P 
DijA� �
P 
AjDi�P 
Di�

P 
A�
� 
�����

Ma	 per la 
����	

A � A � 

n�

k��

D�k� �
n�

k��

ADk �

dove ADk � ADn � �� k 
� n� Perci�o

P 
A� �
nX

k��

P 
ADk� �
nX

k��

P 
AjDk�P 
Dk� �

che	 sostituita nella 
�����	 d�a la 
����

Esempio ��
� una rete di telecomunicazione �e composta dagli elementi
ra�gurati qua sotto

G � generatore di un segnale
D � deviatore	 pu�o incanalare il segnale sul ramo � o sul ramo �
I�� I� � interruttori	 che possono essere chiusi o aperti
R � rivelatore di segnale�

Il sistema �e stocastico in quanto D pu�o assumere casualmente i valori
D � �� D � � con probabilit�a

D �

�
� �
�� ��


�� � �� � ��

��



Figura ���

ed anche gli interruttori Ii possono essere chiusi o aperti a caso	 con
probabilit�a

Ii �

�
� 
chiuso� � 
aperto�
pi qi


pi � qi � �� i � �� ��

Gli eventi fD � �g� fD � �g� fIi � �g� fIi � �g sono per ipotesi tutti
stocasticamente indipendenti tra loro� Perci�o lo stato della rete �e carat�
terizzato da  possibili valori fD � �� �� I� � �� �� I� � �� �g cui fac�
ciamo corrispondere le rispettive probabilit�a ricavate dal teorema delle
probabilit�a composte

PfD � �� I� � k� I� � jg � PfD � �gPfI� � kgPfI� � ig �

I� � �
I�
� p�p� q�p�
� p�q� q�q�

X

�
�� � D � �
�� � D � �

L�esperimento stocastico in oggetto consiste nel connettere G ed osservare
R� diciamo che R possa assumere i valori �	� a seconda che si riveli un
segnale o no	

R �

�
� �
P Q

P � Q � � �

��



Osserviamo che

P � P 
R � �� � PfD � �� I� � �� 	I�g� PfD � �� 	I�� I� � �g �

� ��p� � ��p�

Q � P 
R � �� � �� P � ��q� � ��q� �

Ora supponiamo che l�esperimento sia eseguito ed e�ettivamente si veda
che R � �	 cio�e si rivela un segnale� Ci si pu�o chedere quale sia in questo
caso la probabilit�a che D � �� D � �	 cio�e che il segnale sia passato per
il ramo � o il ramo �� Con il teorema di Bayes abbiamo

P 
D � ijR � �� �
P 
R � �jD � i�P 
D � i�

P 
R � ��
�

�
�iqi

��q� � ��q�
i � �� � �

Notiamo che se tutto �e simmetrico �i � ��� � pi � qi � ��� risulta
anche P 
D � �jR � �� � ���	 cio�e non c��e alcun motivo di pensare che
sia pi�u probabile il passaggio per l�uno o l�altro dei rami� Se invece si ha
qualche dissimmetria	 l�informazioneR � � modi�ca la nostra conoscenza
di D� ad esempio se �� � �� � ��� ma q� � ���� q� � ��� allora

P 
D � �jR � �� � ��� � P 
D � �jR � �� � ���

che �e signi�cativamente di�erente dalla conoscenza a priori di D�

Questo esempio	 pur nella evidente schematizzazione	 �e rilevante per lo
studio del tra�co di informazioni in una rete di calcolatori�

� Variabili casuali� variabili statistiche �a una di	
mensione


a� Una variabile casuale a una dimensione �e una variabile che descri�
ve i possibili risultati di un esperimento stocastico per mezzo di una
distribuzione di probabilit�a il cui insieme di valori argomentali S sia rap�
presentabile sulla retta reale e tale che sia de�nita la probabilit�a per ogni
insieme del tipo

�



I
x�� � fx  x�g � S � 
����

La variabile casuale a una dimensione sar�a perci�o caratterizzata dalla
funzione

F 
x�� � P �X � I
x�� � 
����

F 
x�� prende il nome di funzione di distribuzione e gode delle seguenti
propriet�a�

�� F 
x�� �e de�nita per ogni x� reale e risulta �  F 
x��  �

	� lim
x����

F 
x�� � �

�� lim
x����

F 
x�� � �


� F 
x�� � F 
x��� 	x� � x��

Una variabile casuale si dice discreta se l�insieme S �e formato da un
insieme discreto di punti	 su cui �e concentrata la probabilit�a� se viceversa
la probabilit�a che x assuma un singolo valore numerico �e sempre zero	
allora la variabile si dice continua�

Nel primo caso la funzione di distribuzione F 
x� �e una funzione a gradini
con discontinuit�a in corrispondenza ai valori argomentali	 nel secondo
caso F 
x� �e continua�

Nel seguito useremo anche l�abbreviazione v�c� per indicare una variabile
casuale�

Esempio 
��� come si �e gi�a visto	 il lancio di una moneta non truccata
pu�o essere rappresentato dalla variabile discreta�

�
x� � � x� � � valori argomentali
p � ��� q � ��� probabilit�a

La funzione di distribuzione di tale variabile �e

Esempio 
�	� si consideri una distribuzione di probabilit�a sull�intervallo
��� � 	 de�nito da

��



Figura ���

P 
a  x  b� � b� a


distribuzione uniforme��

La sua funzione di distribuzione sar�a

F 
x� � � � x  �
F 
x� � x � �  x  �
F 
x� � � � x � �

Figura ���

Come si vede	 si tratta di una variabile continua�

Esempio 
��� si de�nisca una distribuzione di probabilit�a tra �� e
��	 per mezzo della relazione

��



P 
a  X  b� �
�

�

arctan b� arctan a��

La corrispondente funzione di distribuzione risulta

F 
x� �
�

�
arctan x �

�

�

Figura ���

Osservazione 
��� come si pu�o vedere anche dagli esempi fatti	 oltre
che dalla de�nizione	 la funzione di distribuzione pu�o avere discontinuit�a
solo nei punti in cui sia concentrata una probabilit�a �nita� il salto della
F 
x� corrisponde allora alla probabilit�a che X assuma quello speci�co
valore�

Osservazione 
�	� �e bene comprendere che una v�c� data ha sempre
una sua funzione di distribuzione	 ma una stessa funzione di distribuzione
pu�o riferirsi a variabili casuali completamente diverse tra loro� cos�� la
stessa funzione a gradini dell�Esempio ��� pu�o riferirsi a due diversi ed
indipendenti giocatori a �testa e croce�	 il primo descritto da una v�c�
X� ed il secondo da una v�c� X�� Le estrazioni da X� ed X� risultano
stocasticamente indipendenti	 cio�e legate a cause stocastiche che non
interagiscono tra loro	 nel senso del x�	 sebbene ognuno dei due giocatori
giudichi di avere la stessa funzione di distribuzione� All�estremo opposto
abbiamo il caso in cui due v�c� apparentemente di�erenti	 non solo hanno
la stessa funzione di distribuzione ma risultano non distinguibili dal punto
di vista probabilistico� Cos�� si consideri ad esempio un dado con le facce

��



numerate da � a � ma munito di contrappesi tali per cui risultino sempre
estratti lo � e l�� ad ogni lancio	 tranne che in casi assai particolari ed
instabili da risultare descritti come eventi con probabilit�a nulla�

Dunque la funzione di distribuzione della v�c� corrispondente pu�o es�
sere descritta dicendo che si �e in presenza di una variabile con valori
argomentali a probabilit�a date da

X �
�

� � � � � �
��� ��� � � � �

F 
x� � �� ��� � � � � �

La stessa funzione di distribuzione si avrebbe considerando una v�c� X �	
ridotta escludendo completamente i valori X � � �� �� �� �� In questo esem�
pio dunque abbiamo due v�c� che apparentemente di�eriscono perch�e la
prima	 X	 ha � valori argomentali	 mentre la seconda	 X �	 ne ha solo due�
Tuttavia vale	 proprio per costruzione	 la fondamentale eguaglianza

PfX � X �g � � �

cos�� che le due v�c� sono dette equivalenti�

E� chiaro che dal punto di vista del calcolo della probabilit�a l�uso di X
e di X � risulter�a indi�erente� Si comprende dunque come data una v�c�
X a una dimensione	 con funzione di distribuzione F 
x�	 si possa equi�
valentemente considerare al posto di X una sua estensione che ammetta
come valori argomentali tutti quelli della retta reale	 pur di aggiungere
l�insieme SC � R � S	 e quindi tutti i suoi sottoinsiemi	 a probabilit�a
nulla�

b� Se per mezzo della variabile casuale si vuole rappresentare l�insieme
dei possibili risultati di un esperimento non deterministico	 altrettanto
importante sar�a l�organizzare i dati risultanti dalle e�ettive ripetizioni di
tale esperimento�

Ad esempio	 se l�esperimento fosse il lancio della moneta realizzato ��
volte	 converr�a prendere i �� risultati e rappresentarli sinteticamente 
cio�e
senza tener conto dell�ordine con cui sono usciti� con una tabella

X �

�
testa croce
N� N�

��



che ci dice appunto che testa �e uscita N� volte	 croce N�� tra l�altro dovr�a
essere necessariamente N� � N� � ���

Prima di generalizzare questo semplice esempio	 notiamo che	 come si �e
gi�a detto per le variabili casuali	 nella tabellina possiamo sempre sosti�
tuire agli attributi qualitativi testa e croce due valori numerici 
valori
argomentali� �ssati per convenzione� ad esempio

testa � x� � �
croce � x� � �

Tenendo presente anche tale possibilit�a	 arriviamo a questa de�nizione
generale�

de�niamo variabile statistica 
a una dimensione� una ta�
bella a due righe di valori numerici� gli elementi della prima
riga sono detti valori argomentali	 gli elementi della seconda	
che devono essere tutti numeri interi	 positivi o nulli	 sono
chiamati frequenze assolute

X �

�
x� x� � � � xn
N� N� � � � Nn


����

l�intero N �
nX
i��

Ni rappresenta la numerosit�a degli individui


ovvero della popolazione� su cui la variabile statistica �e stata
costruita�

Si de�nisce frequenza relativa	 o pi�u semplicemente frequenza	 di un
valore argomentale xi	 il numero

fi �
Ni

N
� 
����

questo rappresenta la percentuale di individui	 sulla popolazione tota�
le	 caratterizzati dal valore xi� La variabile statistica pu�o allora essere
descritta con la forma

X �

�
x� x� � � � xn
f� f� � � � fn �


����

��



alla 
���� va poi aggiunto il valore N 
numerosit�a della popolazione� cos��
che dalla 
���� si pu�o risalire alla 
���� e viceversa�

Notiamo che per la de�nizione 
���� si ha ovviamente

nX
i��

fi �

P
iNiP
iNi

� � � 
����

poich�e inoltre �e anche

fi � �

se ne deduce che la 
���� de�nisce formalmente una distribuzione di
probabilit�a concentrata sui valori fx�� x� � � � xng � baster�a infatti porre

P 
X � xi� � fi � 
����

Possiamo perci�o dire che ogni de�nizione data	 ogni propriet�a dimostra�
ta per le variabili casuali 
in particolare per le variabili casuali discre�
te� deve necessariamente valere anche per le variabili statistiche	 poich�e
formalmente queste sono identi�cabili con quelle per mezzo della 
�����

Naturalmente tra i due tipi di variabili esiste una di�erenza sostanziale	
di contenuto� mentre infatti nella variabile casuale i numeri pi associati
ai valori xi misurano un grado di �possibilit�a� che il risultato dell�e�
sperimento che stiamo descrivendo assuma il valore xi	 nella variabile
statistica il numero fi non fa che registrare il fatto che su N ripetizioni
dell�esperimento si sono ottenuti Ni risultati con il valore xi� La probabi�
lit�a �e un ente de�nito assiomaticamente	 a priori	 la frequenza �e un indice
che misura risultati empirici	 de�nito a posteriori in base ad esperimenti
gi�a e�ettuati�

In base a questa identit�a formale possiamo ad esempio estendere alle
variabili statistiche il concetto di funzione di distribuzione F 
x�� Nel caso
delle variabili statistiche F 
x� prende il nome di funzione cumulativa di

frequenza e rappresenta la percentuale di elementi della popolazione	 il
cui valore argomentale xi risulta minore o uguale ad x�

F 
x� �
X
�i�

fi �

P
�i�Ni

N

per tutti gli 
i� per cui xi  x� � 
���

��



Per quanto gi�a visto F 
x� risulta una funzione a gradini	 crescente	
compresa tra � e �	 con salti di altezza fi in corrispondenza dei valori xi�

� La funzione densit�a di probabilit�a 	 Gli istogram	
mi delle variabili statistiche

a� Come si �e gi�a visto nel paragrafo precedente	 una v�c� pu�o essere
caratterizzata per mezzo della sua funzione di distribuzione F 
x��

Se la v�c� X �e continua	 sar�a particolarmente interessante	 per una sua
dettagliata descrizione	 conoscere la probabilit�a che X stia in un in�
tervallino del tipo �x�� x� � !x � in base alla de�nizione di F 
x� 


sar�a

P 
x�  X  x� � !x� � F 
x� � !x�� F 
x�� � 
����

Per !x abbastanza piccolo	 si potr�a allora porre	 a meno di in�nitesimi
di ordine superiore e ammesso che F 
x� sia di�erenziabile	

P 
x�  X  x� � !x� � !F 
x�� � F �
x��!x

f
x�� � F �
x�� � lim
�x��

P 
x�  X  x� � !x�

!x
�

La funzione f
x� prende il nome di densit�a di probabilit�a ed essendo F 
x�
una funzione monotona crescente	 si avr�a

f
x� � � � 	x � 
����

Per comprendere meglio il signi�cato di f
x� si pu�o ricorrere ad una
analogia� Una distribuzione di probabilit�a infatti pu�o essere assimilata

�Si noti che pi�u esattamente sar�a

F �x� 
�x� � F �x�� 	 P �x� � X � x� 
�x� �

poich�e per�o X �e per ipotesi continua� si ha anche P �X 	 x�� 	 � e quindi

P �x� � X � x� 
�x� 	 P �x� � X � x� 
�x� �

��



ad una distribuzione di una massa 
o di una carica� unitaria sull�asse
reale� in questo caso f
x� coinciderebbe col concetto di densit�a di massa

o di carica� sulla retta�

La funzione densit�a di probabilit�a �e caratterizzante di una certa distri�
buzione di probabilit�a su R� da f
x� infatti si pu�o ricostruire F 
x� che	
tenuto conto che F 
��� � �	 �e data da

F 
x� �

Z x

��
f
t� dt � 
����

Siccome poi si deve avere F 
��� � �	 si deduce che la f
x� deve sempre
soddisfare la condizione	 detta di normalizzazione

� �

Z ��

��
f
x�dx � 
����

Esempio ���� la densit�a di probabilit�a corrispondente all�Esempio ���

distribuzione uniforme� �e data da

f
x� �

�
� � � x � �
� x � �� x 	 � �

f
x� non �e de�nito per x � �� � dove F 
x� non �e derivabile 
punti
angolosi��

Figura ���

Esempio ��	� la densit�a di probabilit�a corrispondente all�Esempio ���
�e data da

��



f
x� �
d

dx

�
�

�
arctan x �

�

�

�
�

�

�

�

� � x�

Figura ���

Si pu�o notare che in base alla 
���� si ha

Z b

a

f
x�dx � F 
b�� F 
a� � P 
a  X  b� 
����

Figura ���

la 
���� fornisce un legame diretto tra f
x� e la distribuzione di probabi�
lit�a della v�c da questa descritta� Pi�u in generale	 se A �e un qualunque
insieme misurabile sulla retta	 si ha

P 
X � A� �

Z
A

f
x�dx 
����

��



b� Il concetto di funzione densit�a di probabilit�a non �e direttamente appli�
cabile ad una variabile discreta poich�e la sua funzione di distribuzione �e
in ogni punto o costante o discontinua� pertanto non si pu�o formalmente
de�nire un analogo della densit�a di probabilit�a per una v�s��

E� tuttavia spesso importante fare un confronto tra una v�s� ed una
v�c� descritta mediante la densit�a di probabilit�a� A questo scopo si pu�o
osservare in base all�esperienza che ripetendo N volte un esperimento
il cui risultato sia descritto da una v�c continua	 si ha una tendenza
dei risultati a distribuirsi su tutti i possibili valori argomentali con un
addensamento l�a dove f
x� �e maggiore �

Poich�e un confronto 
veri�ca� pu�o essere fatto	 in base a tutta la nostra
impostazione	 tra probabilit�a e frequenza	 si potr�a pensare ad esempio
di �ssare un intervallo �x�� x� � !x e di confrontare tra loro la P 
x� 
X  x� � !x� con la percentuale dei risultati che cadono nello stesso
intervallo	 ovvero

!F 
x�� �
N
x��!x�

N
N
x��!x� � numero di elementi che hanno valore tra

x� e x� � !x�


����

Naturalmente tale confronto �e valido se N �e abbastanza grande in modo
che per tutti gli intervalli !x di maggior interesse si abbia una numerosit�a
su�ciente di elementi� Ad esempio �e chiaro che con � estrazioni 	 da una
variabile continua non si pu�o dire nulla sulla frequenza in un intervallo
del tipo !x in �gura� infatti basterebbero piccoli spostamenti di !x per
ottenere frequenze completamente diverse 
�g� �����

Pi�u in generale si potranno esaminare simultaneamente sull�asse reale un
certo numero di intervalli !xi� di solito questi sono scelti consecutivi uno
all�altro e tali da ricoprire tutti i valori argomentali della v�s� Inoltre i
!xi	 che non sono necessariamente uguali fra loro	 vanno scelti in modo
che in ognuno di essi non cada un numero troppo piccolo di individui
della v�s�

�Indichiamo con l�abbreviazione v�s� la variabile statistica�
�Con �estrazione da una variabile casuale� indichiamo una ripetizione

dell�esperimento i cui risultati sono descritti dalla variabile casuale stessa�

�



Figura ���

!F 
a�� �
N
a��!x�

�
�

�

�

!F 
a�� �
N
a��!x�

�
�

�

�

!F 
a�� �
N
a��!x�

�
�

�

�

In genere	 per evitare oscillazioni spurie delle frequenze	 se un elemento
ha come valore argomentale proprio un estremo xi	 tra due intervalli

l�elemento stesso viene contato per una met�a in !xi�� e per l�altra met�a
in !xi

Per ottenere un pi�u facile confronto gra�co	 notiamo che per la de�nizione
di densit�a di probabilit�a	 se gli intervalli !xi non sono troppo grandi si
ha


x � !xi� � f
x� �� P 
X � !xi�

!xi

���

risulta perci�o spontaneo confrontare il valore di f
x� in !xi con il valore

hi �
!F 
xi�

!xi
�

N
xi�!xi�

N �!xi
� 
����

La funzione a gradini che ha in ogni intervallino !xi il valore hi prende
il nome di istogramma delle v�s�

��



Figura ���

Tra l�istogramma di una v�s�	 genera�
ta ripetendo N volte un esperimen�
to	 e la densit�a di probabilit�a relativa
ad esso	 ci si aspetta un rapporto del
tipo in �gura

Esempio ���� si consideri una v�c� Z distribuita secondo la densit�a di
probabilit�a

f
z� �
�p
��

e

�z�
� � 
�����

una tale variabile prende il nome di variabile normale standardizzata�

� � � � � �
�� ������ ������ ������ �� ������ ��� ������
�� ����� ����� ����� �� ����� ����� ���
�� ����� ������ ����� �� ����� ����� �����
�� ����� ����� ������ � ������ ������ ������
�� ����� ����� ������ �� ����� ����� �����
�� ����� ���� ������ �� ����� ������ �����
�� ������ ����� ����� �� ���� ����� ����
�� ������ ���� ������ �� ����� ���� �����
� ����� ������ ����� �� ������ ������ �����
�� ������ ��� ���� �� ������ ������ ������
�� ����� ����� ���� �� ����� ������ �����
�� ������ ������ ���� �� ����� ����� ����
�� ����� ����� ������ �� ������ ������ ����
�� ������ ���� ������ � ������ ������ �����
�� ����� ���� ������ �� ������ ������ �����
�� ����� ����� ������ �� ����� ����� �����
�� ������ ����� ������ �� ����� ���� �����
�� ����� ������ ����� �� ����� ������ �����
� ����� ����� ����� �� ���� ����� �����
�� ���� ����� ������ �� ������ ����� �����
�� ����� ����� ����� �� ������ ������ �����
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�� ����� ������ ����� �� ���� ���� ����
�� ����� ���� ������ �� ����� ������ �����
�� ���� ������ ������ � ������ ����� �����
�� ������ ����� ����� �� ������ ����� ������
Tabella �� Tavola di ��� valori estratti dalla normale
standardizzata�

I valori della f
x� per diversi valori di x si trovano nella Tabella ���� Com�
piendo ��� estrazioni da questa variabile otteniamo i valori	 arrotondati
alla terza cifra	 riportati nella tabella� Dividendo i ��� risultati

��



��



ottenuti in tre gruppi da ��	 vogliamo tracciare l�istogramma delle tre
v�s� confrontandolo con la curva teorica� ripeteremo poi la stessa cosa
riunendo tutti i ��� risultati in una sola variabile statistica�

Intervalli Frequenze relative p
serie � serie � serie � serie �����

���� � ���� ���� ���� ���� ����� �����
���� � ���� ���� ���� ���� ����� �����
���� � ���� ���� ���� ���� ����� �����
���� � ���� ���� ���� ���� ����� ����
���� � ��� ���� ���� ���� ����� �����
��� � ��� ���� ���� ���� ����� ����
��� � ��� ���� ��� ���� ����� �����
��� � ��� ���� ���� ���� ����� �����
��� � ��� ���� ���� ���� ����� �����

Tab� ���

In base ai valori estratti si �e ravvisata l�opportunit�a di costruire l�isto�
gramma sui � intervalli della Tabella ���	 nella quale	 oltre alle frequenza
relative agli intervalli !xi per ciascuna serie	 sono anche riportati i valori
teorici P 
x � !xi� per la variabile normale standardizzata	 ricavati dalle
tabelle allegate alla Parte I� Dalla Tabella ��� �e facile calcolare le ordinate
degli istogrammi riportati in �gura ���� Si noti che tanto nel confronto
tra gli istogrammi	 quanto dal confronto della �a e �a colonna di Tabella
��� risulta evidente come il campione complessivo	 di ��� elementi	 �e
distribuito in modo assai pi�u vicino alla curva teorica di quanto non lo
siano i campioni di �� elementi�

� Variabile casuale funzione di unaltra

Indichiamo con X la v�c� che rappresenta il lancio di un dado non
truccato� poich�e chiaramente

PfX � 
pari�g � ���

PfX � 
dispari�g � ���

��



fx 
pari�g � fx 
dispari�g � S � f�� �� �� �� �� �g
fx 
pari�g � fx 
dispari�g � �

facendo uso della seguente corrispondenza

y � g
x� � x pari � y testa
x dispari � y croce

si arriva a costruire una nuova v�c� Y

Y �

�
testa croce
��� ���

formalmente identica a quella che descrive il lancio di una moneta non
truccata� Il punto essenziale di questo esempio sta nel fatto che si �e
usata la corrispondenza y � g
x� per de�nire una nuova distribuzione di
probabilit�a sui valori di Y � la corrispondenza �e illustrata nella �gura ����

Figura ���

Questo procedimento pu�o essere generalizzato anche al caso continuo	 in
cui una funzione numerica

��



y � g
x�

sia de�nita sull�insieme SX 
insieme dei valori argomentali della X��

La funzione g trasformer�a SX nella corrispondente immagine SY � Sia ora
AY un sottoinsieme di SY 	 vi sar�a in corrispondenza un AX
� SX� tale
che

g
AX� � AY �

l�insieme AX si chiama immagine inversa di AY e se	 tutte le volte che
AY �e misurabile in senso ordinario 
misura di Lebesgue sulla retta� lo �e
anche AX 	 diciamo che la funzione g stessa �e misurabile�

Supponendo g misurabile	 porremo per de�nizione

P 
Y � AY � � P 
X � AX� � 
����

In �gura ��� ad esempio si ha AY � fc  y  dg	 cos�� che risulta

Figura ���

AX � fa�  x  b�g � fa�  x  b�g �

Dalla 
���� �e poi semplice derivare la densit�a di probabilit�a della Y una
volta nota quella della X ed assumendo una qualche maggior regolarit�a

��



per g
x�	 ad esempio che tale funzione sia di�erenziabile� Indicheremo
con fY 
y� la densit�a di probabilit�a di Y e con fX
x� quella di X�

Sia allora AY � dy
y�� un intervallino attorno ad y� e di ampiezza dy�
Se	 come supporremo	 g
x� �e una funzione continua e di�erenziabile	 AX

sar�a un insieme formato da uno o pi�u intervallini

AX �
�
i

dxi
xi�

attorno ai punti xi tali che

g
xi� �� y�


�g� �����

In base alla 
���� si avr�a

P 
Y � dy
y��� �
X
i

P 
X � dxi
xi�� 
����

Figura ���

Ora notiamo che	 per de�nizione	 per una variabile X qualunque	 tanto
P 
X � A� quanto fX
x� devono essere numeri positivi o al pi�u nulli	
cos�� che volendo riscrivere la 
���� per un intervallo in�nitesimo dx
x�

attorno al punto x� si dovr�a porre

��



P 
X � dx
x�� � fX
x�jdxj  
����

dove con jdxj intendiamo la misura dell�intervallino presa	 naturalmente	
con segno positivo�

Fatta questa precisazione	 dividiamo la 
���� per jdyj ottenendo	 con
ovvio passaggio	 la relazione

P 
Y � dy
y���

jdyj �
X
i

P 
X � dxi
xi��

jdxij
����� dydxi
����

cos�� che ricordando la 
���� si trova in�ne

fY 
y�� �
X
i

fX
xi����� dydxi
����

�
X
i

fX
xi�

jg�
xi�j � 
����

Esempio ���� sia

y � ax � b � 
����

qualunque sia fX
x� si trova per fY 
y�

fY 
y� �
fX
x�

jaj

dove x e y sono legati dalla 
����� ovvero

fY 
y� �
fX


y � b

a
�

jaj � 
����

Cos��	 se prendiamo fX
x� � �p
��
e�x

���	 si trova

�L�uguaglianza va intesa� nel senso degli in�nitesimi� al primo ordine in dx�

��



fY 
y� �
�p

��jaje
�
y � b��

�a� � 
����

Osservazione ���� si pu�o osservare che nel caso la g
x� sia una funzione
monotona in senso stretto 
crescente o decrescente�	 la funzione inversa
x � g����
y� avr�a una sola determinazione	 cos�� che la somma in 
����

si riduce ad un solo elemento	 inoltre in questo caso jdy
dx
j � �g�
x� a

seconda che g sia crescente o decrescente�

Esempio ��	� sia y � x� ed fX
x� qualunque� Dato y	 l�equazione
x� � y ha le due radici 
�g� ����� x� � �py � x� �

p
y

Figura ���

In corrispondenza si ha

g�
x�� � �x� � ��
p
y

g�
x�� � �x� � �
p
y

Dalla 
���� allora si trova

fY 
y� �
fX
�py�

j � �
p
yj �

fX

p
y�

j�pyj �
fX
�py� � fX


p
y�

�
p
y

� 
���

Se poi in particolare si pone fX
x� � �p
��
e�x

���	 si ottiene

fY 
y� �
e�y��p
��
p
y


y � �� � 
����

�



Osservazione ��	� si noti che se X �e una qualsiasi v�c� con densit�a
fX
x� e una funzione di distribuzione FX
x�	 �e possibile costruire una
nuova v�c� Y de�nita da

Y � FX
X� � 
�����

Quando x percorre l�insieme di de�nizione di X� y � FX
x� varia sull�in�
tervallo ��	� �

Al solito si potr�a poi estendere la Y a tutto l�asse reale	 assegnando
probabilit�a zero al complemento di ��	� �

Calcoliamo ora la densit�a di Y 	 tenendo conto che FX
x� �e monotona
crescente� si ha

fY 
y� �
fX
x�
d
dx
FX
x�

� � � y � ��� � 
�����

cio�e Y �e uniformemente distribuita su ��	� �

Reciprocamente si prova che se U �e una v�c� uniformemente distribuita
su ��	� e g
u� una funzione monotona crescente

X � g
U� 
�����

�e una v�c con funzione di distribuzione

FX
x� � g����
x�� 
�����

Questa osservazione �e di grande utilit�a per la generazione di variabili
statistiche estratte da v�c� con distribuzione assegnata qualunque� In ef�
fetti �e facile ottenere	 tramite un computer	 estrazioni dalla distribuzione
uniforme� usando le 
�����	 
����� queste possono essere trasformate in
estrazioni da una variabile qualsivoglia� Questa possibilit�a �e alla base
della costruzione di simulazioni di esperimenti stocastici�

��



� La media

Nei paragra� precedenti abbiamo visto come sia possibile caratteriz�
zare una v�c� per mezzo di funzioni che permettono di costruire la
distribuzione di probabilit�a della variabile stessa�

E� chiaro che una completa conoscenza di una v�c� monodimensionale	
considerata isolatamente	 pu�o derivare solo dalla sua funzione di distri�
buzione o da ogni altra informazione equivalente a questa� Tuttavia	 per
molte distribuzioni di interesse pratico	 la variabile �e piuttosto ben loca�
lizzata	 nel senso che esiste un intervallo di piccole proporzioni su cui si
ha un�alta probabilit�a� ad esempio �e oggi semplice	 con opportuni stru�
menti	 misurare distanze di � km	 ottenendo misure che di�eriscono tra
loro per ��� mm al pi�u�

Per variabili di questo tipo le informazioni di gran lunga pi�u importanti
possono essere riassunte rispondendo alle due domande� dove �e localizza�
ta la distribuzione� 
nell�esempio della misura della distanza D avremmo
potuto rispondere che D �e localizzata attorno a � km�	 quanto �e dispersa
la distribuzione� 
nell�esempio si poteva dire che pressoch�e il ���" di
probabilit�a di D era concentrato in un intervallo di � mm di lunghez�
za�� Per dare una risposta pi�u precisa a tali domande introduciamo i
concetti di media e varianza che sono i due indici	 caratteristici di una
distribuzione	 pi�u importanti�

Per de�nizione si chiama media della variabile X continua	 con densit�a
f
x�	 il numero 
quando esiste�

EfXg �

Z ��

��
x f
x� dx � 
����

nel caso di una v�c� X discreta si ha per de�nizione

EfXg �
X
i

xipi 
����

dove la sommatoria corre su tutti i valori argomentali� per una v�s� si
pone	 in analogia alla 
����	

EfXg �
X
i

xifi �

P
i xiNi

N

����

��



La media di una v�c� X verr�a indicata come 

X�� 
X o semplicemente

 se non vi sia ambiguit�a� per una v�s� X invece si porr�a m
X�� mX o
semplicemente m�

Con Ef�g invece intendiamo l�operazione matematica che	 data una di�
stribuzione	 sia essa a priori 
v�c�� o a posteriori 
v�s��	 permette di
calcolare un numero	 appunto la media della distribuzione stessa�

Esempio ��� come accennato si pu�o parlare di media di una v�c�
quando i numeri dati da 
���� o da 
���� sono ben de�niti�

In e�etti vi sono variabili casuali sia continue che discrete che non ammet�
tono media� Ad esempio la v�c� di Cauchy	 gi�a presentata nell�Esempio
���	 con densit�a di probabilit�a

f
x� �
�

�

�

� � x�

non ammette media in quanto la funzione �
�

�
��x�

non �e assolutamente
integrabile su tutto l�asse�

Analogamente una v�c� discreta con valori argomentali Xk � k� 
k �
�� � � � ��	 e con distribuzione

PfX � kg � pk �
�

��
�

k�
� 
k � �� � � � ��

non ammette media in quanto risulta

��X
k��

xkpk �
�

��

��X
k��

�

k
� �� �

Osservazione ��� se interpretiamo la distribuzione di probabilit�a come
una distribuzione di una massa unitaria sull�asse x	 allora il concetto di
media coincide con quello di baricentro�

Osservazione �	� se una distribuzione di probabilit�a �e simmetrica
rispetto ad un valore c	 nel senso che	 ad esempio	

f
c � h� � f
c� h� 	h �

allora c coincide con la media

EfXg � c �

��



Figura ���

infatti

EfXg �

Z ��

��
xg
x�dx �

Z ��

��

c � h�f
c � h�dh �

� c

Z ��

��
f
c � h�dh �

Z ��

��
hf
c � h�dh � c �

Osservazione ��� poich�e per una distribuzione continua si ha

dP 
x� � dF 
x� � f
x�dx

la 
���� pu�o anche essere scritta come

EfXg �

Z ��

��
xdP 
x� �

Z ��

��
xdF 
x� � 
����

la 
���� �e generalizzabile in modo tale da comprendere anche il caso di�
screto� perci�o la 
���� �e un modo di rappresentare la media che comprende
sia la 
���� che la 
�����

Osservazione �
� nel caso di una v�s�	 dalla 
���� si pu�o scrivere

mX �
�

N

X
i

xiNi 
����

notando che Ni �e il numero di volte che il valore argomentale xi �e risultato
estratto	 la 
���� dice che la media della v�s� �e la somma di tutti i valori

��



della X sulla popolazione che la compone	 divisa per la numerosit�a della
popolazione stessa�

Se con xi indichiamo in sostanza ogni singolo valore estratto anzich�e il
valore argomentale	 si potr�a supporre

mX �
�

N

X
i

xi
� 
����

La 
���� �e di particolare utilit�a pratica quando la v�s� non sia ordinata
per valori argomentali e sia di numerosit�a elevata�

Consideriamo ora una variabile Y funzione di una X nota	 secondo la
legge

Y � g
X� �

Sappiamo che per de�nizione di media si pu�o supporre

EfY g �

Z ��

��
yfY 
y�dy

e sappiamo anche che tramite la 
���� �e possibile ricavare la fY 
y� a
partire dalla fX
x� nota� tuttavia l�applicazione della 
���� spesso non
�e semplice	 mentre sarebbe desiderabile poter calcolare 
Y direttamente
dalla fX
x�� Questo problema �e risolto dall�importante teorema della

media�

Indichiamo con EY f�g ed EXf�g le operazioni

EY f�g �

Z ��

��
�fY 
y�dy � EXf�g �

Z ��

��
�fX
x�dx �

	Data ad esempio la variabile ����������� risulta perfettamente equivalente porre

mX 	
�

�
�� 
 � 
 � 
 � 
 �� 	 �

oppure

mX 	 � �
�

�

 � �

�

�

 � �

�

�
	 � �

��



in coerenza con questa notazione de�niamo

EXfg
X�g �

Z ��

��
g
x�fX
x�dx

notando che questa de�nizione �e puramente analitica e per ora non ha
alcuna relazione con le v�c� X e Y �

Premesso ci�o	 si ha il seguente teorema�

Teorema della media� Se le due variabili casuali X e
Y sono legate dalla relazione Y � g
X� allora la media Y 	 se
esiste	 �e data da


Y � EY fY g � EXfg
X�g � 
����

In pratica la 
���� ci dice che �e possibile fare il cambiamento di variabili
nell�operazione di media	 cos�� che d�ora in poi sar�a possibile tralasciare

tranne che in casi particolari� l�indicazione della variabile cui l�operatore
Ef�g si riferisce�

Dimostriamo il teorema nel caso semplice in cui X sia una v�c� continua
e y � g
x� sia una funzione monotona	 strettamente crescente� in tal
caso infatti 
g�
x� 	 ��

fY 
y� �
fX
x�

g�
x�
ove x � g����
y�

cos�� che

EY fY g �

Z ��

��
yfY 
y�dy �

Z ��

��
y
fX
x�

g�
x�
dy

Se ora nel fare l�integrazione operiamo la sostituzione di variabile y �
g
x� 
x � nuova variabile di integrazione�	 allora si trova

EY fyg �

Z ��

��
g
x�

fX
x�

g�
x�
g�
x�dx �

Z ��

��
g
x�fX
x�dx �

� EXfg
X�g

��



come volevasi dimostrare�

Esempio �	� sia

fX
x� �

�
�
�

�  x  �
�

� x � �� x 	 �
�

e sia y � sin x�

In questo caso �  x  �
�

viene trasformato in �  y  �	 cos�� che si ha

fY 
y� �
�
�

cos x
�

�

�
p

�� y�

�  y  �� �

Pertanto

EY fY g �
�

�

Z �

�

y dyp
�� y�

�
�

�
��
p

�� y� �� �
�

�
�

Veri�chiamo che	 in base al teorema della media	

EY fY g � EXfg
X�g �

infatti

EXfg
X�g �
�

�

Z ���

�

sin x dx �
�

�
�� cos x 

���
� �

�

�

c�v�d�

Per il caso pi�u generale in cui g
x� non �e monotona	 anzich�e fare una
dimostrazione generale ci avvaliamo del seguente esempio semplice�

Esempio ��� sia

fX
x� �
�p
��

e�x
���

e sia Y � X�� poich�e questa non �e una funzione monotona sull�asse
x	 occorre vedere con attenzione come veri�care il teorema della media�

��



Ricordiamo in primo luogo 
Esempio ���� che la Y ha una densit�a di
probabilit�a data da

fY 
y� �
�p
��

e�y��
p
y


y � �� �

cos�� che

EfY g �
�p
��

Z ��

�

y
e�y��
p
y

dy �
�p
��

Z ��

�

p
ye�y�� dy �

Integrando una volta per parti ed usando il fatto che

�p
��

Z ��

�

e�y��p
y

dy � � �

si trova facilmente

Y � � �

Ora ricordiamo che si pu�o porre

EfY g �

Z ��

�

y dP 
y� �

ed osserviamo che ogni elemento dP 
y� deriva da due componenti dP 
x���
dP 
x�� come in �g� ���

Figura ���

��



dP 
y� � dP 
x�� � dP 
x�� �

Inoltre quando y si muove da � a ��	 corrispondentemente x� si muove
da � a ��	 ed x� da � a ��� cos�� che si ha

EY fY g �

Z ��

�

y dP 
y� �

Z �

��
y dP 
x�� �

Z ��

�

y dP 
x�� �

�

Z �

��
x��dP 
x�� �

Z ��

�

x��dP 
x��

�

Z ��

��
x�dP 
x� � EXfg
X�g �

Per veri�care ci�o nel nostro esempio occorre calcolare

EXfg
X�g �
�p
��

Z ��

��
x�e�x

���dx

�
�p
��

��xe�x��� ���� �
�p
��

Z ��

��
e�x

���dx � � �

c�v�d�

Dal teorema della media discendono tre semplici ma importantissimi
corollari�

Corollario ��� L�operazione di media �e un�operazione

lineare� Infatti se Y � aX � b	 allora �e anche

EY fY g � EXfaX � bg �

Z ��

��

ax � b�fX
x�dx � 
���

� a

Z ��

��
xfX
x�dx � b

Z ��

��
fX
x�dx � aEfXg� b

In particolare questo comporta che	 data una X qualunque	 la trasfor�
mazione

��



Y � X � 
X

genera una nuova variabile	 detta scarto della X dalla media	 che ha
media nulla�

EfY g � EfXg � 
X � � �

Corollario �	� sia Y � g
X�� Sotto opportune ipotesi
si dimostra che	 con una certa approssimazione	 vale


Y �� g

X� 
����

formula questa di evidente utilit�a pratica�

Sia X una variabile concentrata in una zona dell�asse x	 cio�e con una alta
probabilit�a su un intervallo relativamente piccolo� supponiamo inoltre che
in corrispondenza a tale zona la g
x� abbia un andamento molto regolare	
senza rapide variazioni 
�g� �����

Figura ���

Indichiamo con �a� b l�intervallo attorno alla media 
X 	 su cui entrambe
le condizioni sono soddisfatte�

Su �a� b si pu�o porre con buona approssimazione

�



g
x� �� g

X� � g�

X�
x� 
X�

cos�� che si ha


Y � EfY g �

Z ��

��
g
x�fX
x�dx ��

�

Z b

a

�g

X� � g�

X�
x� 
X� fX
x�dx �

� g

X�

Z b

a

fX
x�dx � g�

X�

Z b

a


x� 
X�fX
x�dx ��

�� g

X�

Z ��

��
fX
x�dx � g�

X�

Z ��

��

x� 
X�fX
x�dx �

� g

X� �

dove si �e tenuto conto che

Z ��

��
fX
x�dx � �Z ��

��

x� 
X�fX
x�dx � � �

Corollario ��� l�operazione di media �e positiva nel senso
che se g
x� � �	 allora Efg
X�g � ��
In e�etti se g �e una funzione a valori non negativi	 posto
Y � g
X� sar�a PfY � �g � � e quindi anche


Y � EfY g � Efg
X�g � � �

Una conseguenza di questo corollario �e che se sono date due
funzioni g� h tali che

g
x�  h
x�

allora �e anche

��



Efg
X�g  Efh
X�g � 
�����

ammesso che tali quantit�a siano de�nite�
Infatti da

�  Efh
X�� g
X�g � Efh
X�g � Efg
X�g �
discende immediatamente la 
������

� La varianza 	 Il teorema di Tchebyche�

Come gi�a detto nel paragrafo precedente	 la varianza �e un indice che
misura il grado di concentrazione di una v�c� X attorno alla media�

Si pone per de�nizione	 ammesso che esista	

��
X� � Ef
X � 
X��g � 
���

La precisazione non �e banale� si consideri	 ad esempio la distribuzione di
Cauchy

fX
x� �
�

�

�

� � x�
�

che	 come gi�a detto	 non ha media	 anche a fortiori non pu�o ammettere
varianza� pi�u in generale una f
x� per cui f
x� � �
jxj��� con � � �  �
�e una densit�a di probabilit�a che non ammette varianza	 bench�e esista la
media�

Indicheremo la varianza di una v�c� con ��
X�� ��X o semplicemente ��	
mentre per una v�s� useremo i simboli S�
X�� S�

X o semplicemente S��

La radice quadrata della varianza	 �	 o rispettivamente S	 viene chiamato
scarto quadratico medio 
abbreviato s�q�m� ed �e pure un indice molto
usato perch�e �e dimensionalmente omogeneo alla variabile X�

In forma esplicita la 
��� pu�o essere riscritta come

��
X� �

Z ��

��

x� 
X��fX
x�dx 
���

��



��
X� �
X
i


xi � 
X��pi 
���

S�
X� �
X
i


xi �mX��
Ni

N

���

S�
X� �
�

N

X
i


xi �mX�� 
���

secondo che ci si riferisca ad una v�c� continua o discreta �
��� e 
��� o
ad una v�s� ordinata per valori argomentali o non ordinata	 ovvero con
ripetizioni �
��� e 
��� �

Dalla 
���	 sviluppando il quadrato ed usando la linearit�a della media	
si trova

��
X� � EfX� � �
XX � 
�Xg �

� EfX�g � �
XEfXg� 
�X � 
���

� EfX�g � 
�X �

La 
��� che	 nel caso di una v�s� non ordinata si scrive

S�
X� �
�

N

X
i

x�i �m�
X �

�e particolarmente utile nei conti pratici perch�e evita di calcolare tutte le
di�erenze 
scarti� xi �mX �

La quantit�a EfX�g si chiama momento del secondo ordine della X� la

��� pu�o anche essere letta dicendo che il momento del secondo ordine
della X �e dato dal quadrato della media pi�u la varianza�

Notiamo che nell�analogia meccanica in cui la probabilit�a viene consi�
derata come una distribuzione di una massa unitaria sull�asse delle x	
la varianza assume il senso di momento di inerzia della distribuzione
rispetto al baricentro�

Anche in rapporto a tale analogia risulta chiaro che pi�u le masse sono
dislocate lontano dal baricentro	 pi�u alto �e il momento di inerzia� ovve�
ro	 meno la probabilit�a �e concentrata attorno alla media	 pi�u alta �e la
varianza e viceversa�

��



Per rendere pi�u precisa tale nozione dimostriamo il teorema di Tche�
byche�	 che ha il grande pregio di essere valido per una distribuzione
qualunque�

Teorema di Tchebyche�� Preso un qualunque numero
� 	 �	 per una qualunque variabile casuale X	 che ammette
media e varianza �nite	 vale la diseguaglianza

P 
jX � 
X j  ��X� � �� �

��

���

La 
��� dice che pi�u piccolo �e lo s�q�m� �X 	 pi�u piccolo �e l�intervallo
�
X � ��X � 
X � ��X  in cui si �e sicuri 
qualunque sia X#� di avere una
probabilit�a che al minimo vale �� �

��
�

Cos�� ad esempio�

in un intervallo 
X � ��X � 
X � ��X si ha almeno il ��" di probabilit�a�
in un intervallo 
X � ��X � 
X � ��X si ha almeno l��" di probabilit�a�

Per dimostrare la 
���	 consideriamo la funzione

h�
x� �

�
���� � jx� 
j 	 ��
� � jx� 
j  �� �


��

Posto

P� � Pfjx� 
j  ��g P� � �� P� � Pfjx� 
j 	 ��g

si vede che la v�c� h�
x� �e discreta e che

h�
X� �

�
� ����

P� P� �

cos�� che

Efh�
X�g � ����P� �

Ora �e chiaro dalla de�nizione 
�� che

��



h�
x�  
x� 
�� � 	x

cos�� che applicando la 
����� si ha

�� � Ef
X � 
��g � Efh�
X�g � ����P�

e quindi P�  ����	 ovvero P� � �� ����	 che coincide con la 
����

Notiamo che il teorema di Tchebyche� giusti�ca pienamente l�afferma�
zione che media e varianza sono indici che descrivono rispettivamente la
posizione e la dispersione di una variabile casuale�

Osservazione ���� vogliamo qui provare una relazione approssimata
di grande importanza pratica	 che ha per la varianza lo stesso ruolo di
quanto provato per la media nel Corollario ��� di questo quaderno�

Cominciamo ad osservare che se Y � g
X� �e una funzione della v�c� X	
di distribuzione nota	 la varianza della Y pu�o essere calcolata	 in base al
teorema della media	 come

��
Y � � Ef
g
X�� 
Y ��g

intendendo Ef�g come media su 
X�	 ovvero come

��
Y � � EfY �g � 
�Y � Efg�
X�g � E�fg
X�g � 
���

Naturalmente la 
���	 che �e una formula esatta	 non �e sempre di facile
uso nei casi pratici� si �e perci�o pensato di cercare una formula appros�
simata di pi�u semplice applicazione� Ci poniamo	 a questo scopo	 nelle
stesse condizioni del Corollario ���� notiamo che	 ora	 per veri�care che la
variabile X sia concentrata basta supporre che �X sia piccolo	 scegliendo
poi ad esempio l�intervallo

�a� b � �
X � ��X � 
X � ��X  

con � opportunamente grande�

Si porr�a allora

��



��
Y � ��
Z b

a


g
x�� 
Y ��fX
x�dx �

ma in �a� b 

g
x� �� g

X� � g�

X�
x� 
X� �� 
Y � g�

X�
x� 
X�

cos�� che

��
Y � ��
Z b

a

�g�

X�
x� 
X� �fX
x�dx ��

�� �g�

X� �
Z ��

��

x� 
X��fX
x�dx � 
����

Ricordando la de�nizione di ��X 	 la 
���� ci dice che

��Y
�� �g�

X� � ��X � 
����

In pratica le 
���� e 
��� ci dicono che sotto opportune condizioni di
concentrazione della variabile X e di regolarit�a della funzione y � g
x�	
conoscendo 
X � �

�
X �e possibile calcolare direttamente	 seppure in forma

approssimata	 
Y � �
�
Y �

La 
���� �e conosciuta come legge di propagazione della varianza�

Osservazione ��	� la 
����	 che in generale �e una formula approssima�
ta	 diventa esatta quando g
x� sia una funzione lineare y � ax � b� In
tal caso infatti si ha 
per la linearit�a della media�


Y � a
X � b

e quindi

��Y � Ef
Y � 
Y ��g � Ef
aX � b� a
X � b��g �

� a�Ef
X � 
X��g � a���Y � 
����

��



c�v�d�

Osservazione ���� data una v�c� X qualsiasi �e possibile	 mediante una
trasformazione lineare	 costruire una variabile U che abbia media nulla e
varianza ��U � ��

Basta infatti porre

U �
X � 
X
�X

� 
����

che si avr�a 
ricordando anche la 
�����

EfUg �
�

�X
Ef
X � 
X�g � �

��
U� �
�

��X
� ��X � � �

La trasformazione 
���� viene detta standardizzazione della v�c� e la v�c�
U viene detta standardizzata�

� Momenti 	 Funzione generatrice di momenti 	 Fun	
zione caratteristica

Oltre a media e varianza vi sono altri indici per descrivere in modo sin�
tetico la posizione e la forma della distribuzione di una v�c� In questo
paragrafo ne prendiamo in considerazione alcuni�

Mediana� E� un indice di posizione ed �e de�nito come quel valore c per
cui 
�g� ���a�

P 
X  c� � P 
X � c� �
�

�
� 
����

E� chiaro che se la distribuzione ammette un polo c di simmetria	 allora
c oltre ad essere la media �e anche la mediana�

Oltre alla mediana vengono talvolta anche usati i quantili q� de�niti
tramite la relazione

P 
X  q�� � ��

��



Figura ���

Si noti che la mediana non �e necessariamente de�nita in modo univoco
per ogni distribuzione� ad esempio nel caso rappresentato in �g� ��� b�
tutti i valori tra c e d sono mediane�

Moda� E� un indice di posizione ed �e de�nito come il valore c� in cui
f
x� raggiunge il suo valore massimo 
assoluto�� Nel caso il massimo
assoluto sia raggiunto in pi�u punti	 la distribuzione �e detta plurimodale e
naturalmente la moda non �e pi�u univocamente de�nita� in caso contrario
la distribuzione �e detta unimodale 
�g� ������

Figura ���


Si pu�o notare che di solito un modello probabilistico di tipo plurimodale sta a
indicare un meccanismo stocastico composito in cui di volta in volta le cause seguono
leggi diverse�

��



Momenti �semplici�� E� un insieme di indici 
n detti momenti di
ordine n e de�niti dalle relazioni


n � EfXng 
����

Si pu�o dimostrare che	 sotto opportune condizioni	 la conoscenza di tutti
i momenti semplici f
ng �e equivalente alla conoscenza di f
x�� Ci�o ad
esempio avviene se si sa a priori che vale una diseguaglianza del tipo
f
x�  Ce��x

�

per un qualche C e un qualche � positivi�

Si noti che 
� coincide con la media�

Momenti �centrali�� Sono indici di forma che indicheremo col simbolo

n	 de�niti dalle relazioni


n � Ef
X � 
�ng 
����

E� chiaro che


� � Ef
X � 
�g � �


� � Ef
X � 
��g � �� �

Tra momenti centrali di ordine n e momenti semplici sussiste la relazione


n � Ef
X � 
�ng � Ef
nX

k��



n

k
�xn�k
�
�kg � 
����

�
nX

k��



n

k
�
n�k
�
�k �

per n � � la 
���� non �e altro che la 
����

Osservazione ���� 
skewness�� �e chiaro che	 se una distribuzione �e
simmetrica	 rispetto alla media	 allora tutti i momenti centrali di ordine
dispari sono nulli�


�k�� � � �

��



si pu�o provare che �e vero anche viceversa	 ad esempio quando valgono le
condizioni di equivalenza tra la conoscenza di tutti i 
k e la conoscenza
di f
x��

Per conseguenza	 l�annullarsi o meno degli indici dispari pu�o essere as�
sunto come misura del grado di simmetria della distribuzione�

In pratica l�indice pi�u usato �e

 �

�
��

� 
����

detto anche indice di asimmetria o skewness�

Il vantaggio di tale indice �e di essere invariante 
a meno del segno� per
trasformazioni lineari della X	 cio�e se

Y � aX � b

allora

jY j � jX j �

il che signi�ca che  non dipende n�e da traslazioni della variabile	 n�e da
variazioni delle unit�a di misura�

Naturalmente l�annullarsi di  non �e condizione su�ciente per la simme�
tria di f
x�	 mentre  
� � denuncia sicuramente una asimmetria�

Osservazione ��	 
curtosi�� un altro indice derivato dai momenti cen�
trali ed utilizzato nella descrizione qualitativa delle distribuzioni �e il
cosiddetto indice di curtosi

� �



�


� 
����

come �e facile veri�care anche tale indice �e indipendente da trasformazioni
lineari della variabile�

Applicando le de�nizioni si trova che per la normale standardizzata Z
de�nita in 
�����	 come per tutte le normali che da questa derivano per
trasformazioni lineari	 si ha

�



� �
�#

���#
� � �

Le distribuzioni per cui � � � vengono dette platicurtiche ed hanno delle
code che tendono a zero pi�u rapidamente della normale� le distribuzioni
con � 	 � sono chiamte leptocurtiche ed hanno viceversa delle code
che vanno a zero pi�u lentamente della normale� A mo� di esempio si
calcoli il coe�ciente � per una v�c� uniformemente distribuita	 ad esempio
sull�intervallo ��� � 	 mostrando che in tal caso � � ��  � �� Al contrario
una distribuzione 
di Laplace�	 f
x� � ���e�jxj	 ha una curtosi � � ��

La funzione generatrice dei momenti� E� per de�nizione quando
esiste

GX
t� � EfetXg � 
����

L�indice X serve qui a indicare che si tratta della funzione generatrice
dei momenti della v�c� X� Naturalmente si ha sempre

GX
�� � � �

�e facile inoltre vedere che	 se esiste per valori t 
� �� GX
t� �e de�nita in
tutto un intervallo contenente t � �	 ed in tale intervallo �e analitica 
cio�e
sviluppabile in serie di Taylor��

La relazione tra GX
t� ed i momenti 
n �e facile da trovarsi notando che

dn

dtn
GX
t� � EfXnetXg

cos�� che


n �
dn

dtn
GX
t�jt�� � 
���

Viceversa	 per l�analiticit�a di GX
t�	 si ha

GX
t� �
��X
n��


n
n#
tn � 
����

��



per l�intervallo di convergenza della serie a secondo membro�

Vediamo ora come si trasforma la GX
t� per una trasformazione lineare
di X	

Y � aX � b �

Si ha

GY 
t� � EfetY g � EfetaX�tbg � etbEfeatXg � 
�����

� ebtGX
at� �

che risolve il problema posto� Si noti che in particolare con la trasforma�
zione

Y � X � 
X

si ha che


n
Y � � EfY ng � Ef
X � 
X�ng � 
n
X� �

Ne deriva che la funzione generatrice dei momenti di Y sar�a data da

GY 
t� �
��X
n��


n
n#
tn � 
�����

Le funzioni generatrici dei momenti sono tra l�altro assai utili per il
calcolo di tutti i momenti di una distribuzione�

Esempio ���� si consideri la v�c� Z distribuita secondo la densit�a di
probabilit�a

f
z� �
�p
��

ez
��� � 
�����

vogliamo in primo luogo calcolare 
n
Z�� Si ha	 per de�nizione	

��



GZ
t� �
�p
��

Z ��

��
etzez

���dz �

�
e
�

�
t�

p
��

Z ��

��
e�z�t�

���dz � et
��� �

cos�� che

GZ
t� �
��X
n��

�

�n
�

t�n

n#
�

��X
n��


�n�#

�nn#

t�n


�n�#

Confrontando con la 
���� si vede che


�n�� � � 
in particolare 
Z � ��

come era evidente data la simmetria di f
z�	 ed inoltre


�n �

�n�#

�nn#
� 
�����

Dalla 
����� in particolare si ricava che


� � 
� � ��
z� �
�#

���#
� � �

cio�e Z ha media nulla e varianza unitaria	 essendo perci�o una variabile
standardizzata� �e per questo motivo che	 come si �e gi�a detto in altri esem�
pi	 Z viene chiamata la variabile normale 
o gaussiana� standardizzata�

Supponiamo ora di considerare una trasformazione lineare di Z

X � aZ � b �

ci chiediamo quale �e la media e quali i momenti centrali di X�

Tenuto conto che 
Z � �	 per la linearit�a della media si ha subito


X � a
Z � b � b �

��



Pertanto sar�a


n
X� � Ef
X � 
X�ng � Ef
X � b�ng � EfanZng � an
n
Z� �

ovvero

�

�n
X� � a�n ��n��

�nn�


�n��
X� � � �

�����

Dalla 
����� per n � � risulta

��
X� � 
� � a� �

Tenendo conto di queste relazioni tra a� b e ��X � 
X e ricordando la 
����

Esempio ���� si ha che la densit�a di probabilit�a di X pu�o essere scritta
come

fX
x� �
�p

���X
e
�


x� 
X��

���X � 
�����

�e questa la celebre formula di una distribuzione normale 
o gaussiana�
con media 
X e varianza ��X �

Si noti che la 
����� coincide appunto con la 
����� quando si prenda

 � �� �� � �� Data l�importanza di questa distribuzione	 importanza
che sar�a meglio illustrata in seguito	 si sono tabulati i valori della fZ
z� e
della funzione di distribuzione FZ
z�� Le corrispondenti funzioni per una
distribuzione normale di media e varianza qualunque si possono ottenere
mediante le trasformazioni di variabili�

X � 
X � �ZX

Z �
X � 
X
�X

Esempio ��	� usando i dati dell�esempio ���	 cio�e la serie di ��� valori
estratti da una normale standardizzata	 vogliamo calcolare la media e i
momenti di ��� �� e �� ordine prima per le tre serie di �� valori poi per i

��



��� valori complessivamente	 per confrontarli con i corrispondenti valori
teorici�

Per calcolare varianza e momenti centrali del �� e �� ordine	 conviene
prima calcolare i momenti semplici


k �
�

N

X
i


xi�
k

e poi usare le formule 
derivate dalla 
�����

�� � 
� � 
�


� � 
� � �
�
 � �
�



 � 

 � �
�
 � �
�

� � �



Otteniamo cos�� le tabelle�


 
� 
� 


Serie � �	��� �	��� �	��� �	���
Serie � �	�� �	��� �	��� �	���
Serie � ��	�� �	�� ��	� �	��
Serie ����� �	��� �	��� �	��� �	���


media teorica 
 � ��

�� 
� 


Teorici �	��� �	��� �	���
Serie � �	��� �	��� �	���
Serie � �	��� �	��� �	��
Serie � �	�� �	��� �	��
Serie ����� �	�� �	��� �	���

La funzione caratteristica� Essa �e de�nita come

CX
t� � EfeitXg �

� Efcos tXg� iEfsin txg � 
�����

Al contrario della funzione generatrice dei momenti	 CX
t� esiste qualun�
que sia la funzione di distribuzione FX
x��

��



Accenniamo solo alla dimostrazione peraltro ben nota dalla teoria della
trasformata di Fourier� In e�etti se teniamo conto che dFX
x� �e sem�
pre positiva	 si vede che presi N��M� ed N��M� positivi	 chiamando
N �max�N��N���M �max�M��M��� N

��min�N��N���M
��min�M��M��	 si

trova

����
Z M�

�N�

eitxdFX
x��
Z M�

�N�

eitxdFX
x�

���� � 
�����

�

����
Z �N�

�N�

eitxdFX
x� �

Z M�

M�

eitxdFX
x�

���� 

Z �N �

�N
jeitxjdFX
x� �

Z M

M �

jeitxjdFX
x� �

�

Z �N �

�N
dFX
x� �

�

Z M

M �

dFX
x� � fFX
�N ��� FX
�N�g � fFX
M ��� FX
M�g

il che mostra che il primo membro della 
����� tende a zero quando
N�� N��M��M� � �	 perch�e in tal caso FX
N �� � �� FX
N� � ��
FX
M �� � �� FX
M� � �� Ne segue	 per il criterio di Cauchy sull�esi�
stenza dei limiti	 che esiste sempre

lim
N�M��

Z M

�N
eitxdFX
x� � Efeitxg � 
����

Procedendo come per la GX
t�	 si vede che	 se esistono i momenti �no
all�ordine n	 allora


n �
�

in
dn

dtn
CX
t�jt�� � 
�����

in tal caso si dimostra che

CX
t� �

nX
k��

ik
k
k#

tk � �n
t�
intn

n#

�����

dove �e

��



lim
t��

�n
t� � �

Dunque l�esistenza dei momenti �no al grado n �e legata alla regolarit�a
di CX
t�	 nel senso che se j
nj � �� allora CX
t� �e non solo continua	
cosa che vale sempre	 ma �e anche derivabile n volte con continuit�a�

Ci si potrebbe chiedere se per una v�c� X che ammetta tutti i momenti	
la 
����� possa essere riscritta sotto forma di serie�

A tale riguardo vale il seguente teorema�

Teorema ���� se X ammette momenti assoluti j
jn �
EfjXjng �niti per tutti gli ordini e se per una qualche co�
stante K

j
j��nn

n
 K 
�����

allora vale la rappresentazione

CX
t� �
��X
k��

ik
k
k#

tk � 
�����

tale serie essendo convergente nell�intervallo jtj � 
eK���� inoltre la
CX
t� de�nita dalla serie 
����� solo su jtj � 
eK��� pu�o essere continuata
analiticamente a tutto l�asse �� � t � ���

Notiamo che in conseguenza di questo teorema si pu�o a�ermare che	
quando vale la condizione 
�����	 la conoscenza di tutti i 
n porta alla
conoscenza della CX
t� per tutti i t�

Ora ci si pu�o anche chiedere se conoscendo la funzione caratteristica
CX
t� non sia possibile ritrovare la funzione di distribuzione FX
x��

Ci�o �e possibile utilizzando in modo appropriato il seguente teorema�

Teorema ��	� per tutte le coppie di punti a� b in cui
FX
x� risulta continua	 si ha

FX
b�� FX
a� �
�

��

Z ��

��

e�ita � e�itb

it
CX
t�dt � 
�����

��



inoltre se risulta Z ��

��
jCX
t�jdt � �� � 
�����

la v�c� X �e continua ed ammette come densit�a di probabilit�a

fX
x� �
�

��

Z ��

��
e�itxCX
t�dt � 
�����

Osservazione ���� combinando i Teoremi ��� e ��� si ha una risposta
possibile al cosiddetto problema dei momenti che pu�o cos�� essere rias�
sunto� dati i momenti 
n di X �e possibile ricostruire la corrispondente
funzione di distribuzione FX
x�� La risposta �e che se vale la 
����� i

n determinano CX
t� da cui si pu�o ricavare la FX
x� tramite la 
������
Questa risposta �e ancora insoddisfacente perch�e se conosciamo solo 
n
non conosciamo invece j
jn�

Tuttavia �e possibile fornire una condizione su�ciente basata solo sui 
�n	
che naturalmente coincidono coi corrispondenti momenti assoluti� Vale
dunque il

Lemma ���� se vale la sola condizione



�n����n

�n
 K 
�����

allora i momenti 
n determinano univocamente la FX
x��

Occorre anche notare che si conosce l�esempio di due v�c� con diverse
funzioni di distribuzione X	 per cui non vale la 
�����	 che hanno tutti
i momenti identici	 mostrando cos�� che al di fuori delle condizioni date
non �e detto che il problema dei momenti ammetta soluzione unica�

�� Alcune importanti variabili casuali

In questo paragrafo si raccolgono e descrivono alcune importanti famiglie
di variabili casuali che ricorreranno in tutto il testo� Quanto ai mecca�
nismi stocastici che generano tali variabili	 per alcune di esse saranno
presentati a livello di esercizi	 mentre per altre occorre rimandare tale
comprensione allo studio delle variabili a pi�u dimensioni�

��



a� La distribuzione binomiale

Si consideri un esperimento stocastico E e siano S i suoi possibili risultati�
dividiamo S in due insiemi A e B con

A �B � S � A � B � � �

Sia inoltre

P 
A� � p � P 
B� � q � p � q � � �

Consideriamo ora n ripetizioni indipendenti dell�esperimento E � indichia�
mo con K la variabile casuale 
discreta� che descrive la probabilit�a che
su n esperimenti E � k abbiano dato un risultato in A 
successo� ed n� k
abbiano dato un risultato in B 
insuccesso��

Per trovare la distribuzione di K possiamo usare ricorsivamente la for�
mula

P 
n� k� � pP 
n� �� k � �� � qP 
n� �� k� �

che dice che la probabilit�a di k successi su n prove �e uguale alla probabilit�a
di k � � successi su n � � prove per la probabilit�a di un nuovo successo

nell�n�esima prova�	 pi�u la probabilit�a di k successi in n � � prove per
la probabilit�a di un insuccesso 
nell�n�esima prova��

Partendo da

P 
�� �� � q � P 
�� �� � p

si trova

P 
n� k� � 

n

k
�pk qn�k 
k � �� �� � � � �� � 
�����

da cui il nome di distribuzione binomiale�

La funzione generatrice dei momenti di K �e

GK
t� �
nX

k��



n

k
�qn�kpkekt � 
q � pet�n

��



da cui si ricava facilmente

�

K � np
��K � 
�
K�� 
�
K� � npq


�����

b� La distribuzione poissoniana

Si consideri una successione di variabili binomiali di numerosit�a n crescen�
te e si supponga che la probabilit�a di �successo� di un evento elementare
p cambi di n in n in modo tale che

np � � 
costante� �

Avremo in questo modo un modello stocastico che descrive il numero di
successi k	 su una sequenza al limite in�nita di ripetizioni	 quando la
probabilit�a di un singolo evento �e assai piccola	 in�nitesima�

La distribuzione limite della variabile K �e la cosiddetta poissoniana�

P 
K � k� �
�k

k#
e�� 
k � �� �� �� � � �� 
�����

Infatti partendo dalla funzione generatrice dei momenti della binomiale	
riscritta come

GK
t� � �� � p
et � �� n

e ponendo p �
�

n
si trova al limite

GK
t� �

�
� �

�
et � ��

n

�n
�n����� e��e

t � �� �

Poich�e questa �e la funzione generatrice della 
����� ne risulta l�assunto�

Si noti che

�

K � �
��K � � �


�����

c� La distribuzone normale �o gaussiana�

�



Questa distribuzione �e data dalla formula

fX
x� �
�p
���

e
�
x� 
��

��� 
�� � x � ��� � 
�����

Come �e gi�a stato provato 
 e �� sono rispettivamente media e varianza�
la funzione generatrice dei momenti �e data da 
vedi 
����� ed esempio
����

GX
t� � e�te
�

�
��t� 
�����

ed i momenti centrali 
cfr� 
�������


�n�� � � 
�����


�n �
��n
�n�#

�nn#

Dalla normale standardizzata Z

 � �� � � �� si trovano nelle tavole i
valori di fZ
z� e di

F 
z�� �

�
�

Z z

�

fZ
z� dz �

Una distribuzione normale	 con opportuno 
 e ��	 �e di solito un modello
molto buono per rappresentare i processi di misura di alta precisione	 in
cui generalmente nessuna causa d�errore ha e�etti signi�cativamente pi�u
alti e riconoscibili delle altre concause�

d� La distribuzione ��

E� descritta dalla densit�a di probabilit�a	 dipendente da un parametro

f
��� �
�

�	��$
����
e�

��

� 
���
�
�
�� 
�� � �� � �� 
����

la 
����� �e detta distribuzione di una variabile �� a � gradi di libert�a� La
funzione generatrice dei momenti della ��		 �e data da

��La funzione ��p��� di Eulero� che compare nella ����� pu�o essere de�nita per

��



G
��
t� �
�


�� �t�	��
� 
�����

dalla 
���� si ricava facilmente



��	� � � 
������

��
��	� � �� � 
������

Nelle tavole sono riportati i valori ����� 
per � da � a ���� per cui

P 
��  ������ � � �

per � 	 ��� si pu�o usare la formula approssimata

Z �
p

��� �p�� � �

e per Z le tavole della normale standardizzata�

e� La distribuzione $

E� una variabile con densit�a di probabilit�a	 dipendente dai parametri � e
k	

f�
x� �
�

$
k�
�kxk��e��x � 
x � �� � 
������

E� facile vedere che	 quando in particolare k �e un semintero	 k � ���	
posto

��$ � �� �

si trova una �� a � gradi di libert�a�

valori interi e seminteri �� ���� �� ���� tramite le relazioni

��
�

��p
 �� 	 p��p�
���� 	 �

������ 	
p
���

�

��



La funzione generatrice dei momenti di $ �e

G�
t� �
�k


�� t�k

da cui si ricavano media e varianza

�

� � k

�

��
$� � k
��

� 
������

f� La distribuzione t �di Student�

Anche in questo caso si ha una distribuzione dipendente da un parametro
�	 detto �gradi di libert�a� della t

f
t� �
$
	��

�
�p

��$
	
�
�

�


� � t�

	
�
���
�


������

Per simmetria �e evidente che



t� � � � 
������

mentre si pu�o provare che

��
t� �
�

� � �

� 	 �� � 
������

Nelle tavole si trovano 
per � da � a ���� i valori t��� per cui

P
�
t  t���

	
� �� � �

Per grandi valori di � si pu�o porre approssimativamente

t � Z

essendo Z una variabile standardizzata�

g� La distribuzione F �di Fischer�

��



Si tratta di una variabile dipendente da due parametri	 �� � detti gradi
di libert�a

f
F��	� � A��	
F

���
�


�F � ��
���
�


F � �� 
������

A��	 �
��������$
��	

�
�

$
�
�
�$
	

�
�

�

media e varianza di F��	 sono date da


F �
�

� � �

� 	 �� 
�����

��
F � �
���
� � � � ��

�
� � ���
� � ��

� 	 �� � 
������

I valori pi�u comunemente tabulati sono F���� ed F���� per diversi valori di
� e ��

La densit�a di probabilit�a f��	
F � veri�ca la propriet�a

f��	



�

F

�
� f��	
F �F � �

Infatti

f��	
F � � A��	
F

�
�
��


�F � �����	���
� A��	 � A	��

da cui segue

f��	



�

F

�
� A��	


 �
F

�	����


� �
F

� ���	�����
� A��	


 �
F

�	����


 �
F

��	�����
� � �F ��	�����

� A��	


 �
F

��	����


� � �F ��	�����
� A��	

F 	����


�F � ���	�����
F �

��



Ricordiamo la 
���� 
per funzione iniettiva�� fY 
y
x�� � fX
x��jy�
x�j�
con y
x� � ��x si ha fY 
��x� � x�fX
x��

Ne segue che	 se la variabile F��	 ha densit�a f��		 la variabile G � ��F��	
ha densit�a F �f��	 � f	��� Questo torna con il fatto che una variabile con
densit�a f��	 �e	 come vedremo	 il rapporto fra una variabile con densit�a
����� e una con densit�a ��	�� 
vedi x����

PfF � F�g �

Z �

F�

f��	
F �dF �

Z ��F�

�

f	��
G�dG � Pf�  G  �

F�
g �


������

�� La variabile casuale a n dimensioni

Incominciamo con questo paragrafo a generalizzare quanto visto sinora
in una dimensione alle variabili n�dimensionali� Il punto di partenza sar�a
una variabile aleatoria descritta tramite una distribuzione di probabilit�a
a n dimensioni� Ci�o signi�ca che ogni valore argomentale di tale variabile
potr�a essere indicato come un vettore a n componenti

x �

���������

x�
x�
���
xn

���������

�����

ovvero come un punto in uno spazio euclideo Ru con n assi cartesiani�
L�insieme dei valori argomentali S sar�a dunque un insieme in Ru in cui
�e de�nita la nostra distribuzione di probabilit�a�

Come di consueto indicheremo la variabile stessa con una lettera maiu�
scola X� la sottolineatura indica che si tratta di una variabile vettoriale
le cui componenti saranno altrettante v�c�

X �

���������

X�

X�
���
Xn

���������
�

��



Se la distribuzione di probabilit�a �e concentrata esclusivamente su punti	
cio�e se esiste una successione di punti xi tali che

%iP 
X � xi� � � �

allora la variabile si dice discreta	 in caso contrario si dice continua�

Una variabile discreta sar�a sempre rappresentabile per mezzo di tabelle
di valori con n indici� ad esempio per una variabile doppia 
n � �� si
potr�a porre

x�� x�� � � � x�k
x�� p�� p�� � � � pk�
x�� p�� p�� � � � pk�
���

���
���

� � �
���

x�h p�h p�h � � � pkh

pij � P 
xi � x�i� x� � x�j� �

Naturalmente una variabile discreta �nita �e sempre assimilabile formal�
mente ad una variabile statistica� nel caso a � dimensioni la corrispon�
denza si avr�a con una v�s� doppia in cui alle probabilit�a pij andranno
sostituite le frequenze relative

fij �
Nij

N
�

Le distribuzioni continue si possono dividere in singolari e regolari	 a
seconda che vi siano sottoinsiemi di S a misura euclidea nulla cui viene
assegnata una probabilit�a positiva oppure no� indicando con V 
A� la
misura euclidea di un insieme A	 si hanno le seguenti situazioni

�A � V 
A� � � � P 
A� 	 � � distribuzione singolare
	A � P 
A� � � � V 
A� � � � distribuzione regolare

A loro volta le distribuzioni singolari possono essere catalogate in base
alle dimensioni del supporto� ad esempio per n � � una distribuzione

��



di probabilit�a concentrata su una retta ax� � bx� � c sar�a una distribu�
zione singolare con supporto a una dimensione� se invece la probabilit�a
�e concentrata in punti singoli si ha un supporto a dimensione zero e la
variabile �e puramente discreta�

Un esperimento aleatorio con la sua distribuzione di probabilit�a viene
poi chiamato variabile casuale quando �e de�nita la probabilit�a per ogni
insieme del tipo fx�  x��� � � � xn  x�ng

P 
X�  x��� � � �Xn  x�n� � F 
x��� x��� � � � x�n� �

� F 
x�� 
�����

La 
����� de�nisce la funzione di distribuzione della v�c� X�

In analogia a quanto visto nel caso monodimensionale si pu�o de�nire
una funzione densit�a di probabilit�a di X	 quando essa esiste	 tramite la
relazione

f
x� � lim
���

P 
A�

V 
A�

�����

dove V 
A� �e la misura euclidea di A� � �e il diametro dell�insieme A che
tende a zero attorno al punto x� La 
����� pu�o anche essere scritta

f
x� �
dP 
x�

dV 
x�
� 
�����

essendo dV 
x� un elemento di volume di Rn attorno ad x� dalla de�ni�
zione appare chiaro che per ogni insieme A di misura �nita si avr�a 
per
distribuzioni continue regolari�

P 
X � A� �

Z
A

f
x�dV 
x� � 
�����

In base alla 
����� si avr�a in particolare

F 
x��� � � � x�n� �

Z x��

��
dx� � � �

Z x�n

��
dxnf
x� � 
�����

La 
����� pu�o essere invertita e si ha

��



f
x� �
�nF 
x�

�x� � � � �xn
� 
�����

Esempio ����� in un urna sono contenute � palline bianche 
b� B� e due
palline nere 
n�N�� Si vogliono scrivere le distribuzioni delle variabili
casuali 
discrete� che descrivono� a� l�estrazione in blocco di due palline�
b� due estrazioni successive con sostituzione nell�ipotesi che i possibili
risultati delle estrazioni siano equiprobabili�

Gli spazi dei valori argomentali dei due casi saranno dati da

a�

b B n N
b bB bn bN
B Bb Bn BN
n nb nB nN
N Nb NB Nn


senza sostituzione�

b�

b B n N
b bb bB bn bN
B Bb BB Bn BN
n nb nB nn nN
N Nb NB Nn NN


con sostituzione�

poich�e nel primo caso si hanno �� possibili risultati e nel secondo ��	 si
ha

a�

I estr� b B n N
II estr�

b � ���� ���� ����
B ���� � ���� ����
n ���� ���� � ����
N ���� ���� ���� �

b�

I estr� b B n N
II estr�

b ���� ���� ���� ����
B ���� ���� ���� ����
n ���� ���� ���� ����
N ���� ���� ���� ����

Esempio ���	� osservando un gran numero di tiri al bersaglio si sono
potute raggiungere due conclusioni� a� in ogni anello del tiro a segno
i colpi tendono a distribuirsi uniformememente� b� contando i punteggi
e�ettuati si �e visto che	 indicando con r la distanza dal centro e con

��



dr
r�� il raggio di una corona di spessore in�nitesimo e di raggio medio
r�	

P 
r � dr
r��� �
r�
��
e�

r�
�

��� dr � 
����

dove �� �e un parametro caratteristico della bravura del tiratore� Si vuole
trovare la distribuzione bidimensionale dei tiri�

Notiamo che la 
���� in pratica ci fornisce la probabilit�a che il punto
x � 
�� �� si trovi nella corona circolare dC 
�g� ������ Poich�e nella
corona circolare la probabilit�a �e uniformemente distribuita	 si avr�a

P 

�� �� � d�� � P 
X � dC�
d�

dC
�

� P 
X � dC�
d�

��
�

�
�

��
e�

r�

��� rdr
d�

��
�

Figura ����

D�altro canto	 per de�nizione di funzione di densit�a di probabilit�a

f
�� �� �
P 

�� �� � d��

d�
�

P 

�� �� � d��

r dr d�
�

�

�� ��
e
�
r�

��� �

��



�
�

����
e
�
�� � ��

��� �

�e questa	 come vedremo tra breve	 una distribuzione normale doppia�

�� Distribuzioni marginali 	 Distribuzioni condizio	
nate 	 Dipendenza e indipendenza stocastica

Consideriamo l�evento ��

A � fX� � dx�
x���� �� � X� � �� � � ��� � Xn � ��g �

la classe di tali eventi dipende sostanzialmente da una sola variabile	 x���

Pertanto	 rispondendo alla domanda� quale �e la probabilit�a che X� stia
in dx�
x��� e X�� � � � � Xn abbiano un valore qualunque	 si genera una di�
stribuzione unidimensionale ed una corrispondente v�c� X� de�nita dalla
relazione

P 
X� � dx�� � P 
X � A� �

� dx�

Z ��

��
dx� � � �

Z ��

��
dxnfX
x��� x� � � � xn� �

Questa v�c� �e detta marginale della X ed ha densit�a di probabilit�a

fX�

x��� �

P 
X � A�

dx�
�

Z ��

��
dx� � � �

Z ��

��
dxnfX
x��� x� � � � xn� �

�
�

�x�
FX
x������ � � ���� � 
�����

Naturalmente una variabile n�dimensionale avr�a n distribuzioni margi�
nali� Oltre alle distribuzioni marginali di una sola componente per vol�
ta	 si possono anche introdurre le distribuzioni marginali per coppie di

��Quando necessario useremo la scrittura dx�P � per indicare che si tratta del di�e�
renziale x nel punto P � cos�� dx��x��� �e il di�erenziale di x� nel valore x�� ovvero un
intervallino in�nitesimo dell�asse x� attorno ad x���

�



componenti 
x�� x��� 
x�� x�� � � � o per triplette di componenti ecc�� ad
esempio

fX�X�

x�� x�� �

Z ��

��
dx� � � �

Z ��

��
dxnfX
x�� x�� x� � � � xn� � 
�����

In sostanza le distribuzioni marginali rispondono alla domanda� quale �e la
probabilit�a che un certo gruppo di componenti xi� � � � � xim appartengano
a un certo elemento di volume dVm	 indipendentemente dal valore assunto
dalle altre componenti�

Oltre a questo	 un altro problema �e di una certa rilevanza e d�a luogo a
importanti distribuzioni� il problema �e di conoscere la probabilit�a che m
variabili 
diciamo x� � � � xm� stiano in un elemento di volume dVm� mentre
le altre 
xm�� � � � xn� sono certamente vincolate ad un elemento di volume
dVn�m�

In pratica	 de�nendo i due eventi 
�g� �����

Figura ����

A � f
X�� � � �Xm� � dVmg � B � f
Xm��� � � �Xn� � dVn�mg

si vuole calcolare

P 
AjB� �
P 
AB�

P 
B�
�

fX
x�dVmdVn�m
dVn�m

R
Rm

fX
x� � � � xm� xm�� � � � xn�dVm
�

��



�
fX
x� � � � xm� xm�� � � � xn�dx� � � � dxmZ ��

��
dx� � � �

Z ��

��
dxmfX
x� � � � xm� xm�� � � � xn�


�����

Questa distribuzione di probabilit�a d�a luogo ad una densit�a di probabilit�a
per le 
x� � � � xm�	 per ogni valore assegnato a 
xm�� � � � xn�� questa distri�
buzione si chiama appunto distribuzione delle 
x� � � � xm� condizionate a

xm�� � � � xn� ed �e data da

fX����XmjXm�����Xn
x� � � � xmjxm�� � � � xn� � 
�����

�
fX
x� � � � xm� xm�� � � � xn�Z ��

��
dx� � � �

Z ��

��
dxmfX
x� � � � xm� xm�� � � � xn

� �

�
fX
x� � � � xm� xm�� � � � xn�

fXm�����Xn
xm�� � � � xn�
�

In particolare la distribuzione di una componente	 ad esempio X�	 con�
dizionata alle altre	 
x� � � � xn� sar�a data da

fX�jX����Xn

x�jx� � � � xn� �

fX
x�

fX����Xn
x� � � � xn�

�����

Vogliamo ora applicare il concetto di indipendenza stocastica ai due
eventi A e B� per de�nizione A e B sono stocasticamente indipendenti se

P 
AjB� � P 
A�

Tenendo conto che

P 
A� � P 

X� � � �Xm� � dVm� � fX����Xm
x� � � � xm�dVm

si trova

fX����XmjXm�����Xn

x� � � � xmjxm�� � � � xn� �

�
fX
x�

fXm�����Xn
xm�� � � � xn�
� 
�����

� fX����Xm
x� � � � xm� �

�



quando la 
����� �e veri�cata si dice che le 
x� � � � xm� sono stocasticamente

indipendenti dalle 
xm�� � � � xn��

Viceversa se la densit�a di probabilit�a globale fX
x� pu�o essere fattorizzata
in un prodotto del tipo

fX
x� � �
x� � � � xm��
xm�� � � � xn� 
�����

si vede	 in primo luogo	 che � e � sono proporzionali alle marginali
rispettive�

Infatti	 integrando la 
����� si ottiene

Z ��

��
dx� � � � dxmfX
x� � fXm�����Xn
xm�� � � � xn� �

�

�Z ��

��
dVm�
x� � � � xm�

�
� �
xm�� � � � xn� �

cio�e � �e proporzionale alla fXm�����Xn e analogamente � �e proporzionale
alla fX����Xm �

Pertanto	 eventualmente riaggiustando le costanti di proporzionalit�a	 dal�
la 
����� discende

fX
x� � fX����Xm
x� � � � xm�fXm�����Xn
xm�� � � � xn� �

cos�� che la 
����� risulta veri�cata�

Si giunge cos�� al seguente teorema�

Teorema �	��� condizione necessaria e su�ciente a�n�
ch�e 
X� � � �Xm� siano stocasticamente indipendenti da 
Xm�� � � �
Xn� �e che la densit�a di probabilit�a congiunta si spacchi nel
prodotto delle due marginali�

fX
x� � fX����Xm
x� � � � xm�fXm�����Xn
xm�� � � � xn� � 
����

Da questo teorema	 usando ripetutamente la 
����� deriva facilmente un
corollario�

�



Corollario �	��� condizione necessaria e su�ciente a�n�
ch�e le componenti di una v�c� n�dimensionale siano tra loro
stocasticamente indipendenti �e che la densit�a di probabilit�a
congiunta si spacchi nel prodotto delle n marginali

fX
x� � fX�

x��fX�


x�� � � � fXn
xn� 
�����

Esempio �	��� consideriamo la distribuzione a due dimensioni

f
x� y� �

� �

��R�

p
R� � x� � y� 
x� � y�  R��

� 
x� � y� 	 R�� �

de�nita nel cerchio con centro nell�origine e di raggio R� Vogliamo cal�
colare le due distribuzioni marginali fX
x�� fY 
y� e la distribuzione della
Y condizionata ad X� f
yjx��

Si ha 
�g� ������

fX
x� �

Z y

�y
dy f
x� y� �

�

��R�
� �
Z y

�

p
R� � x� � y� dy �

Figura ����

Con la sostituzione

�



y � y sin t 
y �
p
R� � x��� �  t  ��� �

si trova facilmente

fX
x� �
�

��R�
y� � �

�
�

�

�R�

R� � x�� 
�R  x  R� �

Per simmetria si ha anche

fY 
y� �
�

�R�

R� � y�� 
�R  y  R� �

Si noti che	 essendo
f
x� y� 
� fX
x�fY 
y�

le due variabili X e Y non sono tra loro stocasticamente indipendenti�

Quanto alla distribuzione della Y condizionata ad X si ha

f
yjx� �
f
x� y�

fX
x�
�

�

�

p
R� � x� � y�

R� � x�
�

Si pu�o osservare che in sostanza la f
yjx� ha la stessa forma	 come fun�
zione della y	 della f
y� x�	 corretta per un opportuno fattore che dipende
solo da x� nel nostro caso il gra�co della f
yjx� come funzione di y per
x �ssato	 �e una mezza ellisse 
�g� ������

Figura ����

�



�� Trasformazioni di variabili

Supponiamo che sia data una trasformazione da Rn a Rm

y � g
x� 
�����

ovvero�

�
�

y� � g�
x� � � � xn�
� � � � � � � � � � � � � � �
ym � gm
x� � � � xn� �

A partire da una distribuzione di probabilit�a in Rn possiamo costruirne
una in Rm secondo la seguente de�nizione� sia dVm
y

�
� un elemento di

volume di Rm attorno ad y
�

e sia Ay
�

l�immagine inversa di dVm
y
�
�

ovvero l�insieme di tutti quegli x � Rn per cui si ha g
x� � dVm
y
�
��

poniamo allora�

P 
Y � dVm
y
�
�� � P 
X � Ay

�
� � 
�����

Naturalmente ci�o presuppone che la famiglia di insiemi di tipo Ay
�

sia

misurabile rispetto a P 	 cio�e che si sappia dire quanto vale P 
Ay
�
�� In

tal modo a partire da una v�c� X possiamo costruirne un�altra Y che
indicheremo con la relazione

Y � g
X� �

Ci chiediamo ora come sia distribuito il vettore Y 	 conoscendo la distri�
buzione di X�

Si possono avere tre casi� m � n e g
x� una trasformazione regolare	 cio�e
con Jacobiano continuo e tale che

det

�
�g

�x

�

� ��

oppure m � n	 o ancora m 	 n�

�



Quest�ultimo caso lo escludiamo	 poich�e se g
x� �e di�erenziabile	 per
m 	 n si ha che l�insieme dei valori argomentali y � g
x� 
x � Rn�
costituisce un insieme a misura nulla in Rm e perci�o si avrebbe una
distribuzione singolare che noi qui non esamineremo�

a� m � n � g
x� trasformazione regolare

Per ipotesi g �e di�erenziabile

det

�
�g

�x

�
� det

�
����

�g�
�x�

� � �
�g�
�xn

� � � � � � � � �
�gn
�x�

� � �
�gn
�xn

�
���� 
� � 	x � Rn �

ed esiste una corrispondenza biunivoca tra y e x� Sia ora dVn
y� un
elemento di volume attorno ad y e sia dVn
x� l�elemento di volume
corrispondente	 tale cio�e che

g
dVn
x�� � dVn
y�

per la de�nizione 
�����	 si ha�

P
�
Y � dVn
y�

	
� P 
X � dVn
x�� �

Per de�nizione di densit�a di probabilit�a �e allora

fY 
y�dVn
y� �� fX
x�dVn
x�

ovvero�

fY 
y� �
fX
x�

dVn
y�

dVn
x�

Ricordando che per noti teoremi

����det

�
�g

�x

����� �
�����g�x

���� �

����dVn
y�

dVn
x�

���� �
�



si trova

fY 
y� �
fX
x������g�x

����

dove x � g�����
y� 
�����

La 
����� �e la naturale generalizzazione della 
�����

Esempio ����� il caso pi�u semplice di una trasformazione da Rn a Rn

�e naturalmente quello lineare

y � Ax � b � 
�����

dove per ipotesi

jAj � det A �

�����g�x
���� 
� � � 
�����

cos�� che esiste la trasformazione inversa

x � A��
y � b� 
�����

Per la 
�����	 se fX
x� �e la distribuzione della X	

fY 
y� �
fX
�
A��
y � b�

	
jAj 
�����

Se ad esempio la fX
x� �e il prodotto di n normali standardizzate	 si potr�a
scrivere ��

fX
x� �
�p
��

e
�
x��
� � � �

�p
��

e
�
x�n
� �

��Ricordiamo che il trasposto di x� x� �e un vettore riga �x�� � � � � xn� e che si ha

x�x 	 �x� � � � xn�

�������

x�
���
xn

�������
	 x�� 
 � � �
 x�n 	 jxj� �

�



fX
x� �
�


���n��
e

�
nX
�

x�i
�

�
�


���n��
e
�


x�x�

�

Notando che��

x� � �A��
y � b� � � 
y � b��
A����

per la 
����� si ha

fY 
y� �
�


���n��jAje
� �

�
�x�b���A����A���x�b� � 
����

�
�


���n��jAje
� �

�
�x�b���AA�����x�b� �

Se poi A �e una matrice simmetrica	

A� � A

la 
����� diventa

fY 
y� �
�


���n��jAje
� �

�
�x�b���A�����x�b� � 
�����

b� m � n

In questo caso in genere ad un elemento di volume dVm
y� pu�o corrispon�
dere un insieme di x�Ay
dVm�	 che non ha misura �nita

g�Ay
dVm� � dVm
y�

Perci�o usando la solita de�nizione di funzione di 
����� si potr�a tutt�al
pi�u scrivere

fY 
y� �
�

dVm
y�

Z
Ay�dVm�

fX
x�dVn
x� 
������

��Ricordiamo che �AB�� 	 B�A�� e che �A���� 	 �A�����

�



La 
������ andr�a poi speci�cata caso per caso� Vedremo qui alcuni
importanti casi�

b�� m � �� n � �

y � x� � x�

In questo caso l�elemento di volume dVm
y� �e dy mentre Ay sar�a dato da

�g� �����

y  x� � x�  y � dy �

Figura ����

Notiamo che un elemento d�area di Ay pu�o essere descritto come in �g�
����

Figura ����

si ha





fY 
y� �
�

dy

Z ��

��
fX
x�� y � x��dx�dy � 
������

�

Z ��

��
fX
x�� y � x��dx� �

Naturalmente si poteva usare x� come variabile corrente e si sarebbe
ottenuto in questo caso

fY 
y� �

Z ��

��
fX
y � x�� x��dx� � 
������

La 
������ assume poi la forma di integrale di convoluzione nel caso che
X� e X� siano indipendenti

fY 
y� �

Z ��

��
fX�


x��fX�

y � x��dx� � 
������

La 
������ �e facilmente generalizzabile al caso n�dimensionale che	 sem�
pre nell�ipotesi di indipendenza di tutte le componenti	 si presenta nella
forma

Y � X� � X� � � � � � Xn

fX
x� � fX�

x�� � � � � � fXn
xn�

fY 
y� �

Z ��

��
dx�fX�


x��

Z ��

��
dx�fX�


x� � x�� � � �

� � �

Z ��

��
dxn��fXn��


Xn�� �Xn���fXn
y � xn��� � 
������

b	� m � �� n � �

y �
x�
x�


x� � ��

Supponiamo dunque che

�



x �

���� x�x�
����

sia una v�c� distribuita sul semipiano x� � ��

Poich�e m � �� dVm
y� � dy ed il corrispondente insieme Ay
dy� �e dato
da 
�g� �����

x�y  x�  x�
y � dy�

Poich�e l�elemento d�area di Ay �e dato da 
�g� �����

Figura ����

dS � dx� � x�dy

si trova applicando la 
������

fY 
y� �
�

dy

Z
Ay

f
x�� x��dS �

�
�

dy

Z ��

�

f
x�� yx��dx� � x�dy � 
������

�

Z ��

�

f
x�� yx��x�dx� �

��



b�� m � �� n qualsiasi

y �
q
x�� � � � � � x�n

Supponiamo inoltre che la distribuzione congiunta delle 
x�� � � � � xn� sia
funzione solo di y	 ovvero

fX
x�� � � � � xn� � fX


q
x�� � � � � � x�n

�
� fX
y� �

Ora notiamo che l�insieme Ay
dy� corrispondente ad un elemento dy non
�e altro che la corona sferica 
di Rn� compresa tra r � y ed r � y � dy

�g� ������

Figura ����

Poich�e fX �e funzione di y essa sar�a costante in AY e si avr�a

fY 
y� �
�

dy

Z
Ay

fX
x�� � � � � xn�dVn �

�
�

dy

Z
Ay

fX
y�dVn �

� fX
y�
d�
Ay�

dy

y � ��

��



essendo d�
Ay� la misura euclidea di Ay
dy� pu�o essere scritto

d�
Ay� � Sn
y�dy

essendo Sn
y� la super�cie della sfera di raggio y	 cos�� che

d�
Ay�

dy
� Sn
y� �

Osserviamo in�ne che in Rn vale la relazione

Sn
y� � yn��Sn
��

dove Sn
�� 
la super�cie della sfera di Rn con raggio unitario� �e una
costante dipendente solo da n�

Pertanto riassumendo si ha

fY 
y� � Sn
��fX
y�yn�� 
y � �� � 
������

La costante Sn
�� �e data dalla formula

Sn
�� � �
�n��

$
n���

������

dove le quantit�a $
n��� sono gi�a state de�nite 
vedi nota a pag� ���

Osservazione ����� spesso	 in quanto segue	 avremo bisogno della
distribuzione di �

� � Y � � X�
� � � � � � X�

n �

Usando la 
��� si ha

f
�� �
fY 


p
�� � fY 
�p��

�
p
�

�
fY 


p
��

�
p
�

� 
�����

�
Sn
��

�
fX


p
����n�����

��



Esempio ���	� siano z�� � � � � zn� n variabili normali standardizzate in�
dipendenti� vogliamo provare che

� � Z�
� � � � � � Z�

n

�e una variabile �� a n gradi di libert�a�

Infatti	 dalla 
�����	 tenuto conto che

fZ
z� �
�


���n��
e

�


nX
i��

z�i ���

�
�


���n��
e���

si trova

f
�� �
�

�n��$
n���
e�����n�����

che appunto coincide con la 
�����

Notiamo che come conseguenza di questo risultato si ha il notevole teo�

rema per la somma di variabili �� indipendenti�

��	� � ��	� � ��	��	� � 
������

La 
������ in sostanza dice che sommare due �� indipendenti	 rispetti�
vamente a �� e �� gradi di libert�a	 �e come sommare i quadrati di �� � ��
normali standardizzate indipendenti�

Si pu�o notare anche che in una certa misura il teorema pu�o anche essere
invertito� in e�etti si pu�o dimostrare che se ad una ��	 si somma una
variabile � non negativa	 indipendente da questa e se il risultato �e una
��	��	� allora � �e necessariamente una ��	��

Esempio ����� sia Z una normale standardizzata e sia

Y �
p
��	 �

q
Z�
� � � � � � Z�

	 �

se Z ed Y sono tra loro indipendenti	 allora la variabile

��



t �

p
�Z

Y

������

risulta essere una t di Student a � gradi di libert�a�

Infatti notiamo che per la 
������ e per l�indipendenza di Z ed Y deve
essere

ft
t� �

Z ��

�

dx � xfY 
x�fp	Z
tx� �

Ora per la 
������

fY 
x� � c�e
�x���x	��

inoltre
p
�Z �e una normale con media nulla e varianza �	 N ��� � cos�� che

fp	Z
tx� �
�p

��
p
�
e��tx�

���	 �

Perci�o

ft
t� � c�

Z ��

�

dx x	e�������t
��	�x�

con la sostituzione

� �



� �

t�

�

����

x

si trova

ft
t� �
c��

� � t�

	

	���
�

Z ��

�

d� �	e�������
�� 
������

�
c��

� � t�

	

	���
�


�� � t � ���

��



Poich�e �e noto a priori che

Z ��

��
ft
t� dt � �

la 
������ �e univocamente determinata e non pu�o che coincidere con la

�������

Esempio ���
� siano date due variabili �� a � e � gradi di libert�a ed
indipendenti tra loro� allora il rapporto

F �

���
�
��	
�


������

�e una variabile F di Fischer a � e � gradi di libert�a�

In e�etti per la 
������ sar�a

fF 
F � �

Z ��

�

dx x fX�

x�fX�


Fx�

dove

�
X� � ��	��
fX�

� c�e
�	x��x�	�����

�
X� � �����
fX�

� c�e
��x��x������� �

Si ha quindi

fF 
F � � c�c�

Z ��

�

dxF
�
�
��x

���
�
��e��	x���e���Fx��� �

� c�c�F
�
�
��
Z ��

�

dx x
���
�
��e�����	��F �x �

��



con la sostituzione

� � 
� � �F �x

si trova quindi

fF 
F � � c�
F

�
�
��


� � �F ����	���
�

che	 dovendo soddisfare alla condizione di normalizzazione

Z ��

�

fF 
F � dF � �

coincide necessariamente con la 
�������

Osservazione ���	� si noti che scambiando � con � nella 
������ si ot�
tiene la quantit�a ��F � di conseguenza risulta evidente il risultato espresso
da 
������ �

�� Media 	 Covarianza

Anche per la variabile a n dimensioni si possono generalizzare i concetti
gi�a visti per una variabile a � dimensione�

Il primo concetto �e quello di media della v�c� casuale X� per de�nizione
la media di X �e un vettore n dimensionale 
X 
se esiste�	 dato da


X � EfXg �

Z
Rn

dVn
x�xfX
x�

la componente i�esima di 
X �e data da


Xi
� Efxig �

Z ��

��
dVn
x�xifX
x� � 
�����

Notiamo che per calcolare 
Xi
basta la distribuzione marginale di Xi	

infatti

��




Xi
�

Z
Rn

dxi � dVn��xifX
x� �

�

Z ��

��
dxi � xi

Z ��

��
dx� � � � dxi��dxi�� � � � dxnfX
x� � � � xi � � � xn� �

�

Z ��

��
dxixifXi


xi� �

E� pertanto lecito dire che la componente i�esima della media di X �e la
media della componente i�esima di X�

Nel caso di una v�c� discreta	 ad esempio per una variabile doppia 
X� Y �
con valori argomentali

arg X � x�� x� � � � xr

arg Y � y�� y� � � � ys

si pone


pik � P 
X � xi� Y � yk��

EfXg �
rX
i��

sX
k��

xipik � EfY g �
rX
i��

sX
k��

ykpik �

ovvero	 introducendo le due distribuzioni 
discrete� marginali

pi �
sX

k��

pik � P 
X � xi�

qk �
rX
i��

pik � P 
Y � yk� �

����
����

EfXg �
rX
i��

xipi

EfY g �
sX

k��

ykqk �


�����

��



Nel caso poi si abbia una variabile statistica 
doppia� non ordinata	
formata dall�estrazione di N coppie 
xi� yi� si porr�a

�����
�����

EfXg � �
N

NX
i��

xi

EfY g � �
N

NX
i��

yi �


�����

ovvia �e l�estensione al caso discreto n�dimensionale�

Tornando alle v�c� continue osserviamo che anche nel caso n�dimensionale
vale l�importante teorema della media che enunciamo qui senza dimostra�
zione�

Teorema della media� Sia y � g
x� una trasformazione
da Rn a Rm� sia X una v�c� in Rn ed Y la v�c� corrispondente
in Rm� posto per de�nizione

EXfg
X�g �

Z
Rn

g
x�fX
x�dVn 
�����

si ha	 posto che esista la media di Y 	

EY fY g � EXfg
x�g �


Corollario �
��� L�operazione di media �e una operazione

lineare� Infatti se

Y � AX � b

ovvero

Yi �
X
k

aikXk � bi 
�����

allora

��Il teorema della media vale per n ed m qualsiasi�

�




Yi � EY fYig � EXf
X
k

aikXk � big �

�
X
k

aikEXfXkg� bi �

�
X
k

aik
Xk
� bi

ovvero


Y � A
X � b � 
�����

Corollario �
�	� Se la variabile X �e ben concentrata
in una zona di Rn attorno a 
X e nella stessa zona la fun�
zione y � g
x� �e lentamente variabile	 allora vale la formula
approssimata


Y �� g

X� � 
�����

Per provare questa relazione si passa in primo luogo a linearizzare la g
x��

Yi � gi
X� �� gi

X� �
X
k

�gi
�xk


Xk � 
Xk
�

ovvero

Y �� g

X� �

�
�g

�x

�

X � 
X� � 
����

Usando poi il fatto che

Ef
X � 
X�g � �

e ragionando come nel caso monodimensionale si ottiene facilmente la

������

Oltre alla media	 si possono de�nire i momenti di una v�c� n�dimensionale�
in generale si ha

��




n�n� � � � nki�i� � � � ik
� Efxn�i� xn�i� � � � xnkik g � 
�����

analogamente	 si de�niscono i momenti centrali di X come i corrispon�
denti momenti della variabile scarto

v � X � 
X � 
������


n� � � � nki� � � � ik
� 
n� � � � nki� � � � ik


v� � 
������

In pratica	 di tutti i momenti quelli di gran lunga pi�u usati sono quelli
del secondo ordine	 che indicheremo

cik � Ef
Xi � 
Xi
�
Xk � 
Xk

�g � 
������

Notiamo in primo luogo che per i � k si ottiene

cii � ��i � Ef
Xi � 
Xi
��g 
������

che non �e altro che la varianza della componente n�esima	 Xi�

Per i 
� k i coe�cienti cik	 talvolta anche indicati come �ik	 vengono detti
coe�cienti di covarianza delle componenti Xi ed Xk� si ha ovviamente
cik � cki�

Osserviamo che la 
������ pu�o essere scritta in forma matriciale

CXX � �cik � Ef�
Xi � 
Xi
�
Xk � 
Xk

� g � 
������

� Ef
X � 
X�
X � 
X��g �

la matrice CXX viene appunto detta matrice di covarianza della v�c� X�

CXX �e sempre una matrice simmetrica�

Si pu�o anche notare che	 essendo


X � 
X�
X � 
X�� � XX� � 
XX
� �X
X

� � 
X
X
� �

e per la linearit�a della media si ha

���



CXX � EfXX�g � 
X
X
� � 
X
X

� � 
X
X
� � 
������

� EfXX�g � 
X
X
�

�e questa una relazione che generalizza la 
����

Osservazione �
��� supponiamo che le componenti di X siano tra loro
indipendenti� in tal caso si ha

fX
x� � fX�

x�� � � � fXn
xn� �

Pertanto	 osservando che ogni marginale �e normalizzata singolarmente	

Z ��

��
dxjfXj


xj� � � �

si trova	 per i 
� k	

EfXiXkg �

Z ��

��
dx� � � � dxnxixkfX
x� � 
������

�

Z ��

��
dxixifXi


xi�

Z ��

��
dxkxkfXk


xk� � 
Xi

Xk

�

La 
������ in sostanza dice che gli elementi fuori dalla diagonale di CXX

si annullano 
vedi 
�������	 cos�� che la matrice di covarianza di n variabili
indipendenti assume la caratteristica forma diagonale

CXX �

���������

��� �
���

� � �

� ��n

���������

������

Si noti che il viceversa non �e vero	 cio�e la forma diagonale di CXX

non signi�ca necessariamente che le componenti di X siano tra loro
indipendenti 
si veda l�Esempio ���� a �ne paragrafo��

���



Osservazione �
�	� come gi�a fatto per la varianza nel caso monodimen�
sionale	 vogliamo trovare ora la covarianza di una v�c� Y � Rm	 funzione
di una v�c� X � Rn�

Iniziamo con il caso di una funzione lineare

Y � AX � b �

usando la 
����� si ha

Y � 
Y � A
X � 
X� �

Per la 
������ e ricordando il teorema della media	 si ha

CY Y � Ef
Y � 
y�
Y � 
Y ��g � EfA
X � 
X�
X � 
X��A�g �

Sfruttando la linearit�a della media	 le matrici A ed A� possono esse�
re portate fuori dall�operatore Ef�g	 visto che i loro coe�cienti sono
costanti	

CY Y � A Ef
X � 
X�
X � 
X��gA� � A CXXA
� � 
�����

La 
����� �e la forma esatta della legge di propagazione della covarianza

per una trasformazione lineare�

Notiamo che nel caso in cui m � �	 cio�e

Y � a�X� � � � � � anXn � b �

la matrice A �e costituita dal semplice vettore

A � �a� � � � an � a� 
a �

�������
a�
���
an

��������

mentre la matrice CY Y risulta costituita da un solo elemento	 ��Y 	 cos��
che si ha

���



��Y � a�CXXa �
nX

i�k��

aiakcik � 
������

La 
������ �e nota come legge di propagazione degli errori	 nel caso lineare�
Se poi le componenti Xi sono variabili tra loro indipendenti	 si ha cik � �
per i 
� k	 e la 
������ diventa semplicemente

��Y �
nX
i��

a�i�
�
i 
cii � ��i � � 
������

Questa formula risolve in particolare il problema di conoscere il grado
di dispersione di una grandezza Y che sia funzione lineare di altre gran�
dezze misurate indipendentemente da fXig� Poich�e le Xi sono quantit�a
misurate	 esse saranno descritte da variabili casuali	 
indipendenti per
ipotesi� di cui si conoscono le varianze	 cos�� che la 
������ ci permette di
calcolare la varianza e lo s�q�m� di Y � ovvero l�errore con cui Y �e nota
attraverso le misure delle fXig ed i loro errori�

Questo �e il motivo per cui le 
������	 
������ sono note come legge di
propagazione degli errori�

Queste formule possono poi essere generalizzate	 in forma approssimata	
al caso in cui Y non sia una funzione lineare di X�

Y � g
X� � 
������

Se ci mettiamo nell�ipotesi del Corollario ���� al teorema della media	 la

������ pu�o essere linearizzata

Y �� g

X� �

�
�g

�x

�

X � 
X� 
������

e	 per un ragionamento visto pi�u volte	 alla 
������ si possono applicare
le formule del caso lineare� Si ottiene cos��

CY Y
��
�
�g

�x

�
CXX

�
�g

�x

��

������

e nel caso che Y abbia una sola componente

���



��Y �
X
ik



�g

�xi

�

�g

�xk

�
cik 
������

Se n � �	 la 
������ pu�o essere esplicitata nella celebre formula

��Y �



�g

�x�

��

�X

��� �



�g

�x�

��

�X

��� � �



�g

�x�

�
�X



�g

�x�

�
�X

��� � 
������

E� bene osservare che tutte le derivate dalla formula 
������ alla 
������
vanno considerate come calcolate in 
X o quanto meno in un punto
�vicino� a 
X �

Osservazione �
��� terminiamo la teoria di questo paragrafo de�nendo
una propriet�a assai importante delle matrici di covarianza�

La matrice CXX �e sempre de�nita positiva	 cio�e

a�CXXa � � 	a � Rn � 
������

se inoltre X non ha una distribuzione singolare	 CXX �e de��
nita positiva in senso stretto	 cio�e

a�CXXa 	 � 	a 
� � � Rn � 
������

Infatti	 si �ssi un qualunque vettore costante a e si consideri la variabile

Y � a�X �

per la 
������

a�CXXa � ��Y � Ef�a�
X � 
X� �g � � �

la 
������ �e cos�� provata�

Inoltre	 notiamo che se per una qualche a si avesse

a�CXXa � �

���



allora sarebbe anche

Ef�a�
X � 
X� �g � � � 
�����

Ma essendo fa�
X � 
X�g� una variabile casuale 
funzione della X�
sempre positiva	 la 
����� pu�o essere veri�cata se e solo se

a�
X � 
X� � � 
������

con probabilit�a P � �� ma la 
������ signi�ca che X �e una variabile
distribuita in Rn su un piano a n � � dimensioni passante per 
X e
perpendicolare ad a	 cio�e il piano di equazione a�x��� � ��anxn�a�
X�

�
� � �� an
Xn � �� Poich�e abbiamo escluso per ipotesi che X sia singolare	
la 
������ non pu�o essere veri�cata e quindi

a�CXXa 	 � � 	a 
� � �

Notiamo che in particolare la 
������ comporta anche che

det CXX 
� � 
������

e quindi la matrice CXX �e regolare	 cio�e invertibile�

Notiamo in�ne che essendo CXX una matrice simmetrica e de�nita posi�
tiva	 �e sempre possibile trovare un�altra matrice K simmetrica e de�nita
positiva	 tale che��

K� � CXX � 
������

K �e detta la radice positiva di CXX �

��Pi�u precisamente si ha che CXX pu�o essere espressa come

CXX 	 U�U�

dove � �e la matrice diagonale degli autovalori di CXX � ed U �e una matrice ortogonale
�U�U 	 I�� pertanto �e facile vedere che

K 	 U����U�

essendo ���� la matrice diagonale costruita con le radici degli autovalori di CXX �

���



Osservazione �
�
� oltre ai momenti di ordine � e �	 usati per de�nire
media e covarianza	 si possono naturalmente de�nire momenti e momenti
centrali di ordine superiore�

Oltre a ci�o si pu�o anche de�nire una funzione generatrice dei momenti	
per quelle distribuzioni per cui esiste	 ovvero

GX
t� � Efet�Xg 
������


t�X � t�X� � t�X� � � � � tnXn� �

Qualora la 
������ esista in una sfera jtj  r attorno all�origine dello
spazio dei parametri	 la GX
t� pu�o essere usata per costruire i momenti
secondo la regola

�����������n

�t��� � � � �t�nn
GX
t�jt�� � EfX��

� X��
� � � �X�n

n g � 
������

Esempio �
��� si veri�chi il teorema della media nel caso 
vedi la
formula 
������


X� Y � � f
x� y� �
�

��
e
�
x� � y�

�

� � X� � Y � � f
�� �
�

�
e
�
�

� 
� � ��

�

Si ha


 � Ef�g �

Z ��

��
d� �

�

�
e�

�
� � �

Z ��

��
d� �e�� � � �

Inoltre

E�X�Y �fX� � Y �g � EfX�g� EfY �g �

poich�e 
X� Y � sono indipendenti e ciascuna distribuita secondo una nor�
male standardizzata

���




X � 
Y � �

EfX�g � EfY �g � � �

Pertanto risulta


 � � � E�X�Y �fX� � Y �g

e il teorema della media �e veri�cato�

Esempio �
�	� siano X� ed X� due variabili normali indipendenti

X� � N �
�� �
�
� 

X� � N �
�� �
�
� 

fX
x�� x�� � fX�

x��fX�


x�� �

Vogliamo mostrare che la somma

Y � X� � X�

�e ancora una variabile normale�

Osserviamo in primo luogo che per le 
����� e 
������


Y � 
� � 
�

��Y � ��� � ��� �

Per vedere che Y �e normale	 osserviamo che	 usando la de�nizione di
funzione generatrice dei momenti ed il teorema della media	 si ha

GY 
t� � EfetY g � Efet�X��X��g � EfetX�etX�g �

� EfetX�gEfetX�g � GX�

t�GX�


t� �

La possibilit�a di porre la media del prodotto etX�etX� uguale al prodotto
delle medie ci �e data dalla indipendenza di X� e X�	 per cui

���



EfetX�etX�g �

Z ��

��

Z ��

��
dx�dx�e

tx�etx�fX�

x��fX�


x�� �

�

Z ��

��
dx�e

tx�fX�

x��

Z ��

��
dx�e

tx�fX�

x�� �

� EfetX�gEfetX�g �

Ricordando la 
����� si trova

GY 
t� � e
�te

�

�
���t

�

e
�te

�

�
���t

�

�

� e

� � 
��te

�

�

��� � ����t

�

�

poich�e la funzione generatrice dei momenti �e in corrispondenza biunivoca
con la funzione di densit�a di probabilit�a di una v�c�	 questa relazione
conferma che Y �e una variabile normale con media 
� � 
� e varianza
��� � ��� �

Osservazione �
��� questo esempio �e facilmente generalizzabile al caso
della somma di n variabili normali indipendenti

�
Xi � N �
i� �

�
i  i � �� � � � � n

fX
x� � � � xn� � fX�

x�� � � � fXn
xn�


����������
����

Y �
nX
i��

Xi

Y � N �%i
i�%i�
�
i  �

Il teorema di somma delle variabili normali �e in realt�a valido in generale	
anche se le Xi non sono tra loro indipendenti� in tal caso per�o occorre
usare la 
������ invece della 
������ per il calcolo di ��Y �

Esempio �
��� si calcoli media e covarianza della distribuzione bidi�
mensionale 
vedi Esempio x���

��



f
x� y� �

� �

��R�

p
R� � x� � y� 
x� � y�  R��

� 
x� � y� 	 R�� �

Per simmetria �e evidente che risulta


X � 
Y � � �

In e�etti


X �

Z ��

��
dx xfX
x� �

Z R

�R
x

�

�R�

R� � x��dx � �

e analogamente 
Y �

Quanto alla covarianza osserviamo che

C �

���� c�� c��
c�� c��

���� �

���� ��X �XY

�XY ��Y

���� �

��X � EfX�g �
�

�R�
� �
Z R

�

x�
R� � x��dx �
R�

�

��Y � EfY �g �
R�

�

�XY � EfXY g �
�

��R�

Z R

�R
dx x

Z p
R��x�

�pR��x�
dy y

p
R� � x� � y� � � �

Pertanto

C �
R�

�

���� � �
� �

���� �

notiamo che la covarianza del vettore

���� XY
���� �e diagonale senza che perci�o

X e Y siano indipendenti tra loro�

���



Figura ����

Esempio �
�
� di un punto P si sono misurate la distanza dall�origine
�	 e l�anomalia � 
�g� ������

Sapendo che le misure 
�� �� sono indipendenti e che sono rappresentate
da variabili con media



�� � � km



�� � ���

e con s�q�m�

�
�� � � mm

�
�� � �����	 
rad��

vogliamo conoscere media e covarianza delle coordinate 
X� Y � di P e
media e varianza dell�area A del rettangolo che ha OP come diagonale�
Indichiamo con

� �

���� XY
���� � � �

���� ��
���� �

Per ipotesi la matrice di covarianza di � �e data da

���



C �

���� ��� �
� ���

���� �

���� � �
� �������

���� �
Notiamo che ponendo ��� � � conveniamo di misurare tutte le lunghezze
in mm	 a meno di speci�che indicazioni�

La relazione tra � e � �e data da

� �

���� xy
���� � g
�� �

���� � cos �
� sin �

���� �
Poich�e � �e una variabile assai concentrata possiamo porre�	


X � 
� cos
� � ����� mm


X � 
� sin
� � ������ mm �

Inoltre lo Jacobiano di � rispetto a � �e dato da

�����g��
���� �

���� cos � �� sin �
sin � � cos �

����
��Poich�e � 	 � mm e ��� 	 � mm� �e chiaro che in un�area di pochi mm� si ha una

alta probabilit�a di individuare P �

Allora� per rendere pi�u precisa l�a�ermazione possiamo calcolare per la X il resto del
secondo ordine trascurato con la linearizzazione� indicati con �� 	 i valori medi di � e
	 si ha�

x 	 � cos 	 
 cos 	��� ��� � �sin 	�	 � 	� 




�

�
��� sin 	�	 � 	���� ��� � cos 	�	 � 	��� 
 � � �

Come si vede� il termine quadratico �e dell�ordine di ��� mm e quindi anche la sua
media� nell�area dove �e concentrata la probabilit�a� �e assolutamente trascurabile�

���



cos�� che

�����g��
����
��

�

���� �� �� ���	 � �� ���
�� ��� ��	 � �� ��

����
ed in particolare

det

�����g��
����
��

� �
cos� � � sin� �� � � 
� � �

Applicando la 
������ si trova allora

C�� �

���� ��X �XY

�XY ��y

���� �

�

���� �� �� ���	 � �� ���
�� ��� ��	 � �� ��

����
���� � �

� �������

���� �
�
���� �� �� �� ���
���	 � �� ��� ��	 � �� ��

���� �

���� �� ��� ��� ���
��� ��� �� ���

���� �
E� interessante notare che mentre la covarianza di � e � �e nulla	 cos�� non
�e per la covarianza di X ed Y che �e diversa da zero� cio�e � e � sono
indipendenti stocasticamente per ipotesi	 mentre X e Y sono tra loro
stocasticamente dipendenti�

Passiamo ora a considerare l�area del rettangolo di �g� ����� si ha

A � � sin �� cos � �
�

�
�� sin �� �

La media di A sar�a allora data da



A� � ���� � �� ������ mm� � ��	 � �� ������ m� �

Per la varianza di A useremo la 
������� notando che ��� � �	 risulta

���



��
A� � 
� sin ������� � 
�� cos ������� �

� ���� � �

�
� � � ���
 � �

�
� � � ����� �

� �� �� � ����
mm���

ovvero

�
A� � �� ��� � ��	 mm� � �� ��� m� �

�� La dipendenza funzionale tra le componenti di
una variabile casuale� lindice di Pearson

In questo paragrafo per semplicit�a considereremo una v�c� doppia di
componenti 
X� Y ��

Per una tale variabile sono gi�a state de�nite due situazioni estreme�

a� Y �e stocasticamente dipendente da X� in questo caso

f
x� y� � fX
x�fY 
y� � 
�����

b� la variabile doppia 
X� Y � �e singolare e quindi esiste una curva L	 che
supponiamo abbia equazione

y � g
x� �

tale che risulti

P 

X� Y � � L� � � �

in questo caso diremo che Y �e funzionalmente dipendente da X�

Ogni v�c� doppia che non rientri n�e nel caso a� n�e nel caso b� costituisce
una situazione intermedia� di tale situazione �e per�o possibile dire se essa

���



si avvicini maggiormente al caso a� o al caso b�� Questa misura pu�o
essere e�ettuata in diversi modi� in questo paragrafo seguiremo la via
della de�nizione di curva di regressione	 curva di variabilit�a ed indice di
Pearson�

In sostanza si pu�o osservare che nel caso b�	 �ssata X la distribuzione di
probabilit�a della Y condizionata al valore di X �e data semplicemente da

�
PfY � g
x�jX � xg � �
PfY 
� g
x�jX � xg � � �

ne deriva quindi che	 sempre �ssata X � x	 la media e la varianza
condizionata di Y sono

EfY jX � xg � g
x� 
�����

��
Y jX � x� � � � 
�����

E� chiaro che quanto pi�u ci si avvicina alle condizioni 
�����	 
����� tanto
pi�u la v�c� doppia in considerazione �e vicina ad una situazione di tipo b�

Per questo motivo si de�niscono�

la curva di regressione di Y su X�

y
x� � EfY jX � xg �

Z ��

��
y fY jX
yjx� dy � 
�����

�

Z ��

��
y
f
x� y�

fX
x�
dy �

la curva di variabilit�a di Y attorno ad y
x��

��
Y jX � x� � Ef
Y � y
x���jX � xg � 
�����

�

Z ��

��

y � y
x���fY jX
yjx�dy �

E� chiaro che pi�u piccola sar�a la curva di variabilit�a	 pi�u la variabile
doppia tender�a a concentrarsi sulla curva y � y
x�� Per poter disporre
di un indice globale si introduce la varianza residua

���



��R �

Z ��

��
��
Y jX � x�fX
x� dx �

�

Z ��

��
dx

Z ��

��
dy
y � y
x���fY jX
yjx�fX
x� � 
�����

�

Z ��

��

Z ��

��
dx dy
y � y
x��� f
x� y� � Ef
Y � y
X���g �

questo indice misura la dispersione globale della variabile doppia rispetto
alla curva di regressione y
x��

Esempio ����� si consideri la distribuzione uniforme nel dominio in �g�
�����

Figura ����

f
x� y� � ���aL in D

E�chiaro che per a� � la v�c� tende ad una variabile singolare distribuita
uniformemente sul segmento fy � x� �  x  Lg�
La curva di regressione	 per motivi di simmetria	 �e data da

y
x� � x

mentre la varianza residua �e

��R �

Z L

�

dx

Z x�a

x�a
dy
y � x��

�

�aL
�

�

L

Z L

�

dx
�

�
a� �

�

�
a� �

���



Come si vede �R � � implica a� � � e quindi la tendenza di Y ad essere
funzionalmente dipendente da X�

Osservazione ����� per come �e stata de�nita la curva di regressione	
y
x� indica la dipendenza di una variabile ordinaria y da un�altra variabile
ordinaria x� Tuttavia	 una volta de�nita y
x� come funzione ordinaria	 �e
possibile considerare la v�c� y
X� indicata col simbolo y
X� � EfY jXg�
Tale variabile	 che �e per de�nizione funzione della sola X	 si chiama la
variabile Y condizionata alla X�

Osservazione ���	� notiamo che se �
X� Y � �e una qualsiasi funzione
della v�c� 
X� Y �	 vale la relazione

Ef�
X� Y �g � EX fEY f�
X� Y �jXgg � 
�����

infatti	 ricordando che fY jX
yjx�fX
x� � f
x� y�	 si ha

EXfEY f�
X� Y �jXgg �

Z ��

��
dx fX
x�

Z ��

��
dy �
x� y�fY jX
yjx� �

�

Z ��

��

Z ��

��
dx dy �
x� y� f
x� y� �

� Ef�
X� Y �g �

In particolare dalla 
����� si deduce che se �
X� �e una qualunque funzione
della sola X allora

Ef�
X�
Y � y
X��g � � � 
����

Infatti

Ef�
X�
Y � y
X��g � EXfEY f�
X�
Y � y
X��jXgg �

� EXf�
X�EY fY � y
X�jXgg �

� EXf�
X�fEY fY jXg � y
X�gg � � �

Usando la 
���� risulta assai semplice provare il seguente teorema�

���



Teorema ����� la variabile di regressione Y � y
X� �e
tra tutte le variabili del tipo � Y � g
X� quella che meglio
�spiega� il legame tra Y ed X nel senso che

Ef
Y � g
X���g � Ef
Y � y
X���g � ��R � 
�����

Infatti	 per la 
���� si ha

Ef
Y � g
X���g � Ef
Y � y
X� � y
X�� g
X���g 
������

� Ef
Y � y
X���g� �Ef
Y � y
X��
y
X�� g
X��g�

�Ef
y
X�� g
X���g �

� ��R � Ef
y
X�� g
X���g �

da cui ovviamente discende la 
����� �

Notiamo poi che se si sceglie g
x� � 
Y 	 la 
������ assume un particolare
signi�cato di decomposizione degli scarti della Y �

��Y � Ef
Y � 
Y ��g � ��R � Ef
y
X�� 
Y ��g � 
������

ovvero la variabilit�a della Y attorno a 
Y 	 misurata da ��Y 	 deriva da
una variabilit�a �spiegata� dal legame tra Y e X	 misurata da ��S �
Ef
y
X� � 
Y ��g	 che prende il nome di varianza spiegata	 cui va ag�
giunta la variabilit�a di Y attorno alla regressione	 misurata dalla varianza
residua ��R�

La 
������ perci�o pu�o semplicemente essere scritta

��Y � ��R � ��S � 
������

questa relazione ha suggerito al Pearson di assumere come misura della
dipendenza della Y da X l�indice

��Y �
��S
��Y

� 
������

��Con la sola restrizione che la v�c� Y � g�X�� funzione di �X�Y �� ammetta media
e varianza�

���



Dalla 
������ derivano alcune evidenti propriet�a dell�indice di Pearson�

a� ��Y �e sempre compreso tra � e ��

b� ��Y � � se e solo se Y �e funzionalmente dipendente da X� infatti
��Y � � implica ��R � ��

c� ��Y � � se Y �e indipendente da X	 ma non �e detto il viceversa� infatti
��Y � � implica ��S � � cio�e y
x� � 
Y 	 che �e certamente veri�cata
se Y �e indipendente da X	 ma pu�o essere veri�cata anche in altri
casi 
vedi l�Esempio ������

Osservazione ����� in base ai valori di ��Y diremo orientativamente
che la dipendenza di Y da X �e debole per ��Y � �� �	 consistente per
�� � � ��Y � �� �	 forte se �� � � ��Y � �� 	 fortissima se ��Y 	 �� �

Osservazione ���
� quanto detto �nora sulla dipendenza di Y da X
pu�o anche essere applicato allo studio della dipendenza di X da Y �

Potremo perci�o de�nire una curva di regressione x
y� e variabilit�a �
��
Xjy� di X su Y ed un indice di Pearson ��X � queste quantit�a risultano
in generale diverse dalle corrispondenti quantit�a per la Y �

Esempio ���	� come gi�a visto nell�Esempio al x��	 la distribuzione

f
x� y� �

�
�

��R�

p
R� � x� � y� 
x� � y�  R��

� 
x� � y� 	 R��

ha come distribuzione della Y condizionata alla X

fY jX
yjx� �
�

�

p
R� � x� � y�

R� � x�

jyj 

p
R� � x�� �

Pertanto si ha

y
x� � EfY jX � xg �

�
�

�

�

R� � x�

Z p
R��x�

�pR��x�
dy y

p
R� � x� � y� � �

��



��
Y jX � x� � EfY �jX � xg �

�
�

�

�

R� � x�

Z p
R��x�

�pR��x�
dy y�

p
R� � x� � y� �

�
�

�

R� � x�� �

Notiamo che in questo caso

y
x� � 
Y � �

cos�� che l�indice di Pearson risulta pure esso

��Y � � �

sebbene	 come si �e pi�u volte detto	 la Y non sia stocasticamente indipen�
dente da X�

Esempio ����� vediamo in questo esempio come si applicano le formule
di questo paragrafo ad una variabile discreta� La variabile che conside�
riamo �e descritta dalla seguente tabella 
nei riquadri vuoti si sottintenda
una probabilit�a nulla��

yk � � �  pi
xi
� �	� �	� �	�
� �	� �	� �	� �	�
� �	� �	� �	� �	�
� �	� �	� �	�
q �	� �	� �	� �	� �	�

Le distribuzioni condizionate della Y sono date da

P 
Y � ykjX � xi� �
pik
pi

yk � � � 
xi
� �	�� �	��
� �	�� �	�� �	��
� �	�� �	�� �	��
� �	�� �	��

���



Pertanto la curva di regressione y
xi� �e data da�

y
xi� � EfY jxig �
X
k

pik
pi
yk

xi y
xi�
� �
� �
� �
� �

mentre la curva di variabilit�a �e data da�

��
Y jxi� �
X
k


yk � y
xi��
�pik
pi

xi ��
yjxi�
� �
� �	��
� �	��
� �

Ora notiamo che


Y �
X
ik

ykpik �
X
i

pi
X
k

yk
pik
pi

�

�
X
i

piy
xi� � � �

E� facile perci�o calcolare

��R �
X
i

��
Y jxi�pi � �

��S �
X
i


y
xi�� 
Y ��pi � �� � �

���



Usando le 
������ e 
������ si trova quindi

��Y �
��S
��Y

�
��S

��S � ��R
� �� �� �

come si vede 
e come era facilmente arguibile�	 la Y dipende sensibilmente
dalla X�

�� Lindice di correlazione lineare

Anche in questo paragrafo proseguiamo l�analisi della dipendenza fra due
componenti di una v�c� introducendo un indice particolarmente adatto
a rilevare una dipendenza lineare tra di esse� Anche qui svilupperemo il
caso bidimensionale essendo ovvia la generalizzazione a n dimensioni�

Iniziamo con l�osservare che se X ed Y sono due variabili indipendenti si
ha

�XY � EfXY g � 
X
Y � � � 
�����

All�estremo opposto supponiamo che la Y sia linearmente 
funzionalmen�
te� dipendente da X	 cio�e

Y � aX � b

da cui segue

Y � 
Y � a
X � 
X�

�XY � Ef
X � 
X�
Y � 
Y �g � a Ef
X � 
X��g � a��X �
�����

Notando che

��Y � a���X � �Y � jaj�X �

la 
����� pu�o anche essere riscritta

���



�XY �
a

jaj�X�Y

ovvero

�XY

�X�Y
� ��

a seconda che a sia positivo o negativo�

Questa semplice analisi ci induce a considerare come indice di dipendenza
lineare tra Y e X la quantit�a

�XY �
�XY

�X�Y
� 
�����

detta appunto indice di correlazione lineare di Y ed X�

Vediamo alcune importanti propriet�a di questo indice�

a� Un primo evidente vantaggio �e che � �e invariante in modulo per
trasformazioni lineari individuali di X ed Y � infatti

� � a�x � b� � � � 
 � a�
x� 
X�

� � a�y � b� � � � 
� � a�
y � 
Y �

�� � a�a��XY

� � ja�j�X � �� � ja�j�Y
�� �

a�a�
ja�a�j�XY � ��XY �

Questo comporta in particolare che � non cambia se si cambiano le
unit�a di misura in cui sono espresse le quantit�a X� Y �

b� Per quanto gi�a visto all�inizio del paragrafo	 se X e Y sono indipen�
denti	 � � �� se sono linearmente dipendenti � � ��� ci proponiamo
ora di provare che in ogni caso

��  �  � 
�����

���



ed inoltre

� � �� 
�����

se e solo se

Y � aX � b �

ed in particolare � � �� se a �e positivo	 � � �� se a �e negativo�

Infatti poniamo per comodit�a

vX � X � 
X � vY � Y � 
Y �

si ha	 qualunque sia il valore del parametro �	

Ef
vY � �vX��g � Efv�Y � ��vY vX � ��v�Xg � 
�����

� ��Y � ���XY � ����X � � �

Se ora poniamo � �
�XY

��X
nella 
�����	 si trova

��Y � �
��XY

��X
�
��XY

��X
� �

cio�e

��XY �
��XY

��X�
�
Y

 � �

che appunto prova la 
������

Inoltre osserviamo che

��XY � � 
cio�e �XY � ���

comporta anche 
vedi 
������

���



Ef
vY � ��XY

��X
vX��g � ��Y �

��XY

��X
� � � 
�����

ma la 
����� appunto ci dice che

vY � �XY

��X
vX � Y � 
Y � �XY

��X

X � 
X� � � 
����

con probabilit�a P � �	 cio�e Y �e linearmente dipendente da X�

Notiamo che	 essendo per ipotesi

�XY � ��X�Y

la 
���� pu�o essere riscritta nella forma

Y � 
Y
�Y

� �X � 
X
�X

che �e facilmente memorizzabile�

Osservazione ����� se il coe�ciente di correlazione lineare di X e Y �e
nullo	 si dice che le due variabili sono tra loro incorrelate�

Per quanto detto �e ovvio che se X ed Y sono indipendenti	 allora sono
anche incorrelate	 mentre in generale non �e vero il viceversa� si veda come
controesempio l�Esempio ����	 in cui X ed Y non sono indipendenti e
tuttavia �XY � � e quindi anche �XY � ��

Osservazione ���	� l�espressione 
����� �e naturalmente valida sia per
v�c� continue che discrete� In particolare	 nel caso di una variabile
statistica doppia non ordinata si preferisce usare la forma equivalente

�XY �
N
P

xiyi � 

P

xi�

P

yi�p
�N
P

x�i � 

P

xi�� �N
P

y�i � 

P

yi�� 
� 
�����

conveniente dal punto di vista del calcolo�

Esempio ����� dalla variabile casuale 
X� Y �

f
x� y� �
�

��
e�

�

�
�x��y��

���



si sono estratte le �� coppie di valori della tabella riportata di seguito�

Poich�e X e Y sono tra loro indipendenti	 sappiamo che

�XY � � �

vogliamo veri�care	 usando la 
�����	 che anche per la variabile statistica

Xi� Yi� si ha all�incirca � � ��

P
xi � �������

P
yi � �����P

x�i � ������
P

y�i � ������P
xiyi � ������

�XY � ������

che �e appunto un valore assai piccolo�

���



xi yi xi yi
��	�� ��	��� �	��� ��	���
�	��� ��	��� ��	�� �	���

��	�� ��	�� ��	��� �	���
��	��� �	�� �	��� �	���
��	�� �	�� ��	��� ��	��
�	��� ��	�� ��	��� ��	���
����� �	��� �	��� ��	���

��	�� �	��� �	��� ��	��
��	��� ��	��� ��	��� �	����
��	��� �	��� �	��� ��	���
�	��� �	��� ��	��� �	���
�	��� ��	��� ��	��� ��	��
�	��� �	��� ��	��� �	���
�	��� �	��� �	��� �	��

��	��� �	��� ��	��� �	���
��	��� �	��� �	�� �	��
��	��� �	��� �	��� ��	���
��	��� �	��� �	��� �	��
�	��� �	�� �	��� �	��
�	��� �	��� �	�� ��	�

������ �	��� �	��� ��	���
�	��� ��	�� ��	��� ��	���
�	��� ��	��� ��	�� �	���

��	��� �	��� �	��� ��	���
��	� ��	��� ��	�� �	���

�� La distribuzione normale a n dimensioni

Chiamiamo normale 
o gaussiana� una qualsiasi v�c� distribuita secondo
la legge

f
x� �
�


���n��jCj��� e
����
x� 
��C��
x� 
� 
�����

���



x �

���������

x�
x�
���
xn

���������
� 
 �

���������


�

�
���

n

���������
� C �

���������

C�� C�� � � � C�n

C�� C�� � � � C�n
���

���
� � �

���
Cn� Cn� � � � Cnn

���������
� jCj � det C

dove 
 sia un qualunque vettore di costanti e C una qualunque matrice
simmetrica	 de�nita positiva in senso stretto 
e quindi non singolare��

Dimostriamo in primo luogo che


X � Efxg � 
 
�����

CXX � Ef
x� 
�
x� 
��g � C � 
�����

A tale scopo notiamo che se


 � �

C � I �

���������

� �
�

� � �

� �

���������
allora la 
����� prende forma

f
z� �
�


���n��
e
�

�

�
z�z

�
�


���n��
e

����
nX
i��

z�i
� 
�����

che �e una variabile a n dimensioni le cui componenti sono tutte indipen�
denti tra loro e tutte normali standardizzate� la v�c� n�dimensionale Z
distribuita secondo la legge 
����� �e detta variabile normale standardiz�
zata a n dimensioni�

Notiamo che per ogni Zi si ha

EfZig � � � ��
Zi� � � �

���



inoltre essendo Zi indipendente da Zk

cik � EfZiZkg � � 
i 
� k� �

Ne deduciamo che per la normale standardizzata le 
�����	 
����� sono
valide� Infatti	 per quanto appena detto


Z � � 
�����

CZZ �

���������

��� �
���

� � �

� ��n

���������
�

���������

� �
�

� � �

� �

���������
� I 
�����

Ora notiamo che 
vedi 
������	 
������� essendo C simmetrica e de�nita
positiva	 esister�a una matrice K	 anch�essa simmetrica e de�nita positiva	
tale che

K� � C � 
�����

dalla 
�����	 per note propriet�a dei determinanti	 segue anche che


det K�� � det C � 
����

Consideriamo ora la v�c�

� � 
 � KZ �

In base all�Esempio ����	 essendo K� � K� � sar�a distribuita con densit�a
di probabilit�a

f
�� �
�


���n��jKje
����
� � 
��
K����
� � 
� � 
�����

per le 
����� e 
���� �e chiaro che la 
����� coincide con la 
����� e quindi

X � � � 
 � KZ � 
������

��



Ora usando il teorema della media si trova 
vedi 
������


X � 
 � K
Z � 


che prova la 
������

Inoltre	 per la legge di propagazione della covarianza	 usando la 
����� si
ha

CXX � K CZZK
� � K� � C

che prova la 
������

Indicheremo una variabile normale X di media 
X e di covarianza CXX

con la formula

X � N �
X � CXX  �

Osservazione ���� la trasformazione inversa della 
������ �e data da

Z � K��
X � 
� 
������

e viene detta standardizzazione della X�

Osservazione ��	� per le variabili normali il concetto di non corre�
lazione e di indipendenza stocastica �e equivalente� Infatti supponiamo
che X sia una v�c� normale a componenti incorrelate� in questo caso	
ricordando che

�ik �
�XiXk

�Xi
�Xk

�
Cikp
CiiCkk

�

si ha

Cik � �ik
p
CiiCkk � � 
i 
� k� �

Perci�o la matrice di covarianza ha la forma

���



C �

���������

��� �
���

� � �

� ��n

���������
�

cos�� che risulta


x� 
��C��
x� 
� �
nX
i��


xi � 
i�
�

��i
�

Si ha inoltre

det C � ����
�
� � � � �

�
n �

Per la 
����� allora

f
x� �
�


���n������ � � � �n
e

�
�

�

X
i


xi � 
i�
�

��i �

� &i
�p

���i
e
�


xi � 
i�
�

���i � &ifXi

xi� �

e le Xi risultano stocasticamente indipendenti tra loro�

Osservazione ���� nel caso n � � si ha

C �

���� ��X �XY

�XY ��Y

���� �

���� ��X ��X�Y
��X�Y ��Y

����
C�� �

�


�� �����X�
�
Y

���� ��Y ���X�Y
���X�Y ��X

���� �

�
�

�� ��

�������
�

��X
� �

�X�Y

� �

�X�Y

�

��Y

�������
���



cos�� che la 
����� prende la consueta forma

f
x� y� �
�

��
�� �������X�Y
� 
������

� e
�

�

�
�� ���

�

x� 
X��

��X
� ��

x� 
X
�X

y � 
Y
�Y

�

y � 
Y ��

��Y

�

dove

� �
�XY

�X�Y

�e chiaramente il coe�ciente di correlazione tra X e Y �

Notiamo che con la trasformazione

� �
x� 
X
�X

� �
y � 
Y
�Y

si ottiene una normale doppia le cui componenti sono singolarmente
standardizzate e che hanno la distribuzione congiunta

f
�� �� �
�

��
�� ������
e
�

�

�
�� ���

�
�� � ���� � ��

�
� 
������

Osservazione ��
� vogliamo trovare la curva di regressione di Y su
X e la corrispondente curva di variabilit�a per una normale doppia� Per
de�nizione

y
x� � EfY jX � xg �

usando le variabili 
�� �� de�nite all�Osservazione ����	 si ha

y
x� � E

�

Y � �Y �j� �

x� 
X
�X

�
� 
������

� 
Y � �YEf�j�g �

���



Ora notiamo che la 
������ pu�o essere scritta come

f
�� �� �
�

��
�� ������
�

� e
�

�

�
�� ���

�

�� ����� � ���� � ���� � ��

�
�

�
�p
��

e�
�

�
� �p

��
�� ������
e
�

�

�


� � ����

�� �� �

ricordando che

f
�� �� � f
��f
�j��

�e evidente che

f
�j�� �
�

��
�� ������
e
�

�

�


� � ����

�� �� �

cio�e �	 �ssato �	 �e distribuita normalmente con media e varianza date da

Ef�j�g � �� ��
�j�� � �� �� � 
������

Perci�o

�
�� � � � � �
x� 
X
�X

�

cos�� tornando alla 
������ si trova

y
x� � 
Y � �
�Y
�X


x� 
X� � 
������

Come si vede questa curva di regressione �e una retta	 detta appunto retta
di regressione di Y su X� Quanto alla curva di variabilit�a	 ricordando la
seconda delle 
������ risulta

���



��
Y jx� � Ef�Y � y
X� �jxg �

� Ef�
Y � �Y � � 
Y � �Y �� �j�g �

� ��YEf
� � ����j�g � 
������

� ��Y 
�� ��� �

cio�e la curva di variabilit�a �e costante�

Notiamo che per � � ��� ��
Y jX� � � e la distribuzione tende a
concentrarsi sulla retta 
������	 a conferma di quanto abbiamo visto
trattando il coe�ciente di correlazione lineare�

Osserviamo in�ne che in modo analogo a questo pu�o essere ricavata la
retta di regressione di X su Y che risulta

x
y� � 
X � �
�X
�Y


y � 
Y � � 
�����

Entrambe le rette di regressione passano per il punto 

X � 
Y �	 ma mentre
la y
x� ha coe�ciente angolare ��Y ��X 	 la x
y� ha coe�ciente angolare

����
�Y ��X� 
�g� ������

Le due rette possono perci�o coincidere se e solo se

� �
�

�
� �� � � � � � �� �

cio�e se la distribuzione �e singolare�

Concludiamo il paragrafo riportando	 senza dimostrazione	 un teorema
gi�a precedentemente citato�

Teorema ���� tutte le trasformazioni lineari trasforma�
no variabili normali in variabili normali�

X � N �
X � CXX  
Y � AX � b

�
� Y � N �A
X � b� ACXXA

� 


������
e questo qualsiasi siano le dimensioni n di X ed m di Y �

���



Figura ����

Naturalmente se m 	 n� Y non potr�a essere una variabile re�
golare poich�e sar�a distribuita su un sottospazio a n dimensioni
di Rm� in tal caso si ha

det ACXXA
� � � �

Se invece m  n e la matrice A ha un rango m	 allora si pu�o
dimostrare che

det ACXXA
� 	 �

ed Y �e una v�c� normale regolare�

Osservazione ���� il Teorema ���� pu�o essere dimostrato	 almeno per
il caso m  n e rango 
A� � m	 facendo uso delle funzioni generatrici dei
momenti�

A tale scopo osserviamo in primo luogo che la GX
t� per una X �
N �
� CXX  �e data dalla formula

GX
t� � e
t�
 �

�

�
t�CXXt

� 
������

���



In e�etti la 
������ �e certamente vera per una normale standardizzata�
infatti in tal caso	 usando l�indipendenza delle componenti di Z	 si ha

GX
t� � Efe
P

tiZig � & EfetiZig �

� &e

�

�
t�i

� e

�

�

X
t�i

� e

�

�
t�t

� 
������

che coincide con la 
������ quando 
 � � e CXX � I�

Per una X qualsiasi	 usando la rappresentazione 
������	 si trova

GX
t� � Efet�Xg � Efet�
 � t�KZg �

� et
�
Efe
Kt��Zg � et

�
 e���t�KKt 
������

che appunto coincide con la 
�������

Ora se vale la 
������ si ha anche

GY 
t� � Efet�Y g � Efet�b � et�AXg �

� et
�bEfe�A�t��Xg � et

�
b � A
� � ���t�ACXXA
�t

che prova appunto che Y � N �b � A
�ACXXA
� �

Osservazione ���� in base alla 
������ si ha che la variabile


X � 
��C��
XX
X � 
� � Z�Z �

nX
i��

Z�
i � ��n

risulta �� a n gradi di libert�a 
vedi Esempio ������ Questa osservazione
permette facilmente di trovare in Rn una regione simmetrica attorno alla
media	 
	 in cui sia contenuta una probabilit�a pre�ssata p della v�c�

Infatti se �� �e tale che

P 
��  ��� � p 
n gradi di libert�a�

���



Figura ����

allora sar�a anche

P
�

X � 
��C��

XX
X � 
�  ��
	

� p �

la regione 
X � 
��C��
XX
X � 
�  �� risulta poi essere un ellissoide e

in particolare per n � � essa sar�a l�insieme dei punti interni all�ellisse di
equazione



x� 
X
�X

�� � � �XY 

x� 
X
�X

�

y � 
Y
�Y

� � 

y � 
Y
�Y

�� � �� �

Questo ellissoide 
o ellisse� viene usualmente chiamato ellissoide 
o ellisse�
d�errore della v�c� X relativo alla probabilit�a p� i valori pi�u usati per p
sono p � ��"� p � ��"�

Esempio ���� sia 
U� V � una normale doppia con matrice di covarianza

C� �

���� ��U ��UV
�UV ��V

���� �

vogliamo sapere se �e possibile	 dando una rotazione agli assi nel pia�
no 
u� v�	 trovare una nuova normale doppia le cui componenti siano
incorrelate�

La trasformazione sar�a 
�g� �����

���� xy
���� �

���� cos� u� sin� v
� sin� u� cos� v

���� �

���� cos� sin �
� sin � cos�

����
���� uv

����
���



Figura ����

Perci�o la covarianza di X e Y �e la matrice

C� �

���� cos� sin�
� sin � cos�

����C�

���� cos� � sin�
sin� cos�

���� �

�

��������������

��U cos� �� �
��U � ��V � cos� sin��
��UV cos� sin�� ��UV 
cos� �� sin� ��
���V sin� �

�
��U � ��V � cos� sin�� ��U sin� ��
��UV 
cos� �� sin� �� ���UV sin� cos��

���V cos� �

��������������
naturalmente risulta �XY � � se � �e scelto in modo tale che

tg �� �
��UV

��U � ��V
�

Si pu�o provare che anche per una normale n�dimensionale X	 si pu�o
trovare una matrice di rotazione R tale che

Y � RX

abbia tutte le componenti incorrelate tra loro�

���



�� Successioni di variabili casuali� convergenza sto	
castica� teorema di Bernoulli

Sia fXng una successione di variabili casuali� si dice che fXng tende
stocasticamente a zero per n�� se per ogni � 	 � pre�ssato risulta

lim
n��

P 
jXnj � �� � � � 
����

Notiamo che la 
���� signi�ca sostanzialmente che fXng tende alla va�

riabile casuale X concentrata nell�origine 
P 
X � �� � ���

Usando il teorema di Tchebyche� �e facile mostrare che vale il seguente
lemma�

Lemma ����� condizione su�ciente a�nch�e fXng con�
verga stocasticamente a zero �e che

lim
n��

EfXng � � 
����

lim
n��

��
Xn� � � �

Diremo poi che fXng converge stocasticamente alla v�c� X
se fX �Xng converge stocasticamente a zero�

Questo lemma permette ad esempio di dare una dimostrazione assai sem�
plice del teorema di Bernoulli	 detto anche legge dei grandi numeri in
forma debole�

Teorema ����� sia fKng una successione di variabili
binomiali

P 
kjn� � 

n

k
�pkqn�k 
p � q� � �

e sia ffng la successione delle variabili

fn �
Kn

n
�

ffng converge stocasticamente a p

lim
n��

fn � p �

��



Infatti si ha

Effng �
EfKng

n
�

np

n
� p 
cost��

��
f� �
��
Kn�

n�
�
npq

n�
�
pq

n
� � �

quindi fn � p tende stocasticamente a zero�

Osservazione ����� l�importanza del teorema di Bernoulli sta nel fatto
che fornisce uno schema teorico per l�interpretazione della legge empirica
del caso	 gi�a citata nei primi paragra� di queste dispense� in pratica si
getta un ponte tra il concetto di frequenza e quello di probabilit�a� Infatti
sia E un qualsiasi esperimento stocastico i cui risultati sono divisi in due
classi� successo e insuccesso� E sar�a descritto da una v�c�

P 
� � �� � q probabilit�a di insuccesso

P 
� � �� � p probabilit�a di successo�

Si consideri allora una successione di ripetizioni indipendenti di E � fKng
�e la successione delle v�c� che descrivono la probabilit�a di Kmin successi
su n prove�

Perci�o

fn �
Kn

n

rappresenta la v�c� frequenza relativa di successi su n prove� Se ora
prendiamo come E l�estrazione di una v�c� X qualsiasi e consideriamo
come successo l�evento x � A	 si avr�a ovviamente

���



Figura ���

p � P 
x � A� �

il teorema perci�o a�erma che la frequenza relativa di successi	 cio�e la
frequenza di estrazioni da X che ricadono in A	 tende stocasticamente al
valore p per n��	 cio�e

lim
n��

n
xi � A�

n
� P 
x � A� �

Si noti che il modo di tendere delle fn a p �e stocastico e dunque non
�e impossibile che per una certa successione di estrazioni fn si discosti
da p	 �e solo molto improbabile# In questo modo	 come si era gi�a detto
nel x�	 si risolve tramite la de�nizione assiomatica di probabilit�a una
contraddizione che era invece tipica della de�nizione di Von Mises�

�� Convergenza in legge� teorema centrale della
statistica

Oltre alla convergenza stocastica di una successione di v�c� fXng ad una
v�c� X si pu�o de�nire anche un altro tipo di convergenza detta appunto

in legge� si dice che fXng tende ad X in legge	 Xn
L� X	 se essendo

fFn
x�g la successione delle funzioni di distribuzione di fXng ed F 
x� la
funzione di distribuzione di X risulta

lim
n��

Fn
x� � F 
x� � 
�����

quasi ovunque in x	 ovvero in tutti punti di continuit�a della F � La
convergenza in legge di Xn ad X pu�o essere valutata anche considerando
le funzioni caratteristiche CXn
t�� CX
t� o	 quando esistano	 le funzioni
generatrici dei momenti	 GXn
t�� GX
t��

���



Vale infatti il seguente

Teorema ����� sia Xn una successione di v�c� tali che

CXn
t� � CX
t� � 	t
dove CX
t� risulti una funzione continua in t � �	 alloraCX
t�

�e una funzione caratteristica di una v�c� X ed Xn
L� X� Sia

Xn una successione di v�c� con funzioni generatrici GXn
t� e
supponiamo che

GXn
t� � GX
t�

	t in un intorno �ssato dell�origine	 GX
t� essendo la funzione

generatrice di una v�c� X	 allora Xn
L� X�

La convergenza in legge �e particolarmente importante nello studio del
comportamento asintotico di somme di variabili casuali�

Sn �
nX
i��

Xi 
�����

Si pu�o infatti dimostrare che sotto opportune ipotesi sulla successione
delle fXig la successione fSng tende asintoticamente in legge ad una di�
stribuzione normale� si tratta del celebre teorema centrale della statistica
di cui sono state date molte enunciazioni� Noi ci limiteremo qui alla pi�u
semplice che copre per�o alcuni importanti casi�

Teorema ���	� sia fXig una successione di variabili
indipendenti	 tutte con la stessa distribuzione e con

EfXig � 


��
Xi� � ��

allora la successione

Sn �
nX
i��

Xi

���



ha l�andamento asintotico in legge

Sn � N �n
� n�� 

qualunque sia la distribuzione inziale delle fXig	 ovvero

Sn � n
p
n�

L� N ��� � 
�����

Accenneremo alla dimostrazione della 
������

Per dimostrare la 
����� baster�a provare che	 de�nita la successione

Rn �
Sn � n
p

n
�

nX
i��


Xi � 
�p
n

� 
�����

si ha

lim
n��

gRn
t� � e
�

�
��t � 
�����

cos�� che

lim
n��

Rn � �Z 
in legge� � 
�����

ovvero

Sn � n
 � p
n �Z � N ��� n�� � 
�����

A tale scopo basta notare che le variabili indipendenti ed identicamente
distribuite

Yi �
Xi � 
p

n

hanno tutte la stessa funzione generatrice

gY 
t� � � �
�

�

��X
n
t� � O



�

n

�
�

���



in quanto vale

EfYig � �

��fYig �
��X
n

�

Pertanto	 sfruttando l�indipendenza delle Yi	

gRn
t� � Efet
P

i Yig � &i EfetYig � �gY 
t� n �

�

�
� �

�

�

��X
n
t� � O



�

n

��n
� 
����

Dalla 
����	 prendendo il limite per n � � e ricordando la de�nizione
del numero e	 discende la 
�����	 cio�e la tesi che volevamo dimostrare�

Senza ulteriori dimostrazioni generalizziamo un poco il Teorema ����
considerando una successione fXig di v�c� indipendenti ma non pi�u ne�
cessariamente identiche� in questo caso possiamo ad esempio rifarci ad
una formulazione	 fra le molte	 dovuta a Lyapunov

Teorema ����� sia fXig una successione di v�c� indipen�
denti e tali che	 per un qualche � 	 �	

lim
n��

Pn
i��EfjXi � 
ij���g

�
Pn

i�� �
�
i  
�� �

�

� � � 
�����

allora
Sn �

Pn
i�� 
ipPn

i�� �
�
i

tende in legge ad una Z�

Notiamo solo che se le Xi sono anche tutte identiche tra loro	
vale la relazione

Pn
i��EfjXi � 
ij���g

�
Pn

i�� �
�
i  ��

�
�

�
n
���

n���
�
�
���

che tende a zero per ogni � 	 �	 a condizione che 
��� � ���

���



Osservazione ����� notiamo che nell�applicare i Teoremi ���� e ����
non �e richiesto che le fXig siano v�c� continue�

Cos�� ad esempio se le Xi sono variabili elementari del tipo

Xi

� �� �
��� ���

�

�e ancora vero che �p
n

Pn
i��Xi � N ��� � 	 risultato questo noto anche sotto

il nome di teorema di Laplace�De Moivre�

Osservazione ���	� una importante applicazione di questo teorema �e
nella interpretazione che tramite esso si pu�o dare al fatto sperimental�
mente riconosciuto che gli errori di misura tendono a distribuirsi normal�
mente� ci�o almeno quando il procedimento di misura sia usato vicino al
limite della sua precisione massima 
�e ad esempio evidente che misuran�
do l�altezza di un uomo con l�approssimazione del metro non si dar�a mai
luogo ad una distribuzione normale degli errori#��

L�interpretazione di cui stiamo parlando �e la seguente� gli errori di misura
dipendono da una serie di fattori ambientali	 strumentali e soggettivi
che hanno	 preso ciascuno isolatamente	 una in�uenza impercettibile sul
procedimento di misura� ciascuno di questi fattori perci�o assume l�aspetto
di una v�c� che per lo pi�u pu�o essere ritenuta indipendente dalle altre�

Fattori di questo tipo possono essere il grado di umidit�a dell�aria	 la sua
temperatura	 la luminosit�a del giorno oppure la non perfetta planeit�a
di uno specchio	 la presenza di microcorrenti indotte 
rumore� in un
circuito oppure il grado di a�aticamento dell�occhio di un operatore	 ecc�
Come si �e detto	 ogni singolo fattore ha una in�uenza trascurabile sul
procedimento di misura	 ma tutti messi insieme producono un e�etto
sensibile	 l�errore di misura	 che sar�a descritto da una variabile casuale
somma di molte altre	 come in 
������ per il teorema centrale tale errore
di misura tender�a perci�o ad essere distribuito normalmente�

Osservazione ����� il teorema centrale permette spesso di usare la
normale come distribuzione approssimata per quantit�a statisticamente
importanti� Valga come esempio il seguente� sia X una v�c� comunque
distribuita e sia fX�� X� � � �Xng la v�c� n�dimensionale generata pensan�
do di ripetere n estrazioni indipendenti da X� questa variabile descrive
evidentemente i campioni di numerosit�a n della X�

���



Un indice di grande importanza nella descrizione del campione �e la media
campionaria

M �
�

n

nX
i��

Xi � 
������

notiamo che si pu�o anche scrivere

M �
nX
i��



Xi

n
� �

Ora le Xi�n sono variabili per ipotesi tutte indipendenti e se era

EfXig � 


��
Xi� � ��

sar�a anche

E

�
Xi

n

�
�




n

��


Xi

n

�
�

��

n�
�

Se supponiamo che il campione sia numeroso 
n grande� potremo appli�
care ad M il teorema centrale e dire che	 qualsiasi fosse la distribuzione
iniziale di X	 M sar�a

M � N

�
n



n
� n
��

n�

�
� N

�

�
��

n

�
� 
������

Si noti che se si volesse ricavare la distribuzione esatta di M 	 ovveroP
iXi	 si dovrebbero calcolare n integrali di convoluzione della fX
x� con

se stessa	 cosa questa non sempre agevole e sicuramente pi�u complicata
dell�uso della 
�������

Esempio ����� per esempli�care il modo in cui una somma di variabili
tende alla distribuzione normale	 consideriamo la somma di tre variabili
indipendenti uniformemente distribuite sull�intervallo ��a� a 
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Come si vede	 dopo solo tre addendi la distribuzione ha gi�a assunto un
andamento a campana tipico della normale� Per un confronto pi�u preciso
si consideri che per a � � si ha

���
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cos�� che fS�
s�� va confrontata con Z � N ��� � � si pu�o allora fare la
seguente tabella comparativa 
approssimata alla seconda cifra�

Z fZ
z� fs�
z�
� �	�� �	�
� �	�� �	��
� �	�� �	��
� �	�� �	��

che mostra gi�a un buon adattamento di S� a N ��� � �
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