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1 L’inferenza statistica

1.1 Introduzione ai test di pura significativita

Continua in questo quaderno lo studio del rapporto esistente tra variabili
statistiche (campionarie) e variabili casuali (v.c.): intendiamo qui affron-
tare il problema della plausibilita empirica di ipotesi a priori fatte su una
v.e. X.

Il tipo di problemi che vogliamo affrontare consiste nel cercare di rispon-
dere alla domanda se, fatta una qualche ipotesi a priori Hy sulla v.c.
X, da cui il campione e estratto, non vi sia nei dati evidenza che Hy e
probabilmente falsa, ovvero non plausibile.

Vediamo qualche esempio.

Esempio 1.1.1: per mantenere sotto controllo la stabilita di un manu-
fatto si misura in tempi diversi la distanza tra due suoi punti; ad ogni
epoca la distanza e misurata piu volte per evitare errori grossolani e per
migliorare la stima del valore medio D(¢); si hanno cosi a disposizione
varie medie campionarie D(t1), D(t,), ... che di solito sono tra loro diffe-
renti; ci si chiede se i valori empirici D(t;)—D(#;) siano tali da rendere non
plausibile ipotesi Hy che per i valori teorici valga D(t;) = D(ty) = ...,
cioe il manufatto sia rimasto stabile.

Esempio 1.1.2: un produttore produce dei pezzi dei quali misura il
valore di una certa caratteristica C'. In base a considerazioni di tolleranza
nell’impiego di quei pezzi, il produttore considera regolare il processo di
produzione se i valori della caratteristica C sono estratti da una v.c. con
media ¢ e con s.q.m. 0.

Per verificare se la produzione & regolare (Hy), il produttore esamina un
campione C, Cy,...Cy della produzione e calcola la media campionaria
m. e lo s.q.m. campionario 5. e si chiede se questi dati empirici mettano
in evidenza la falsita di H,, oppure se essa e plausibile in base ai dati.

Esempio 1.1.3: un economista esamina lo sviluppo di due grandi citta,



A e B, di diverse regioni e fa 'ipotesi, (Hy), che tali citta abbiano segui-
to un analogo sviluppo produttivo. Suddividendo le attivita produttive
in settori 2 = 1,..., N, esamina ad esempio la percentuale di addetti in
ogni citta per tali settori aaq, aas,...,0an; 081,082, ..., apn (D aa; = =
1,> ap; = 1). Poiché molti ed incontrollabili sono i fattori che influen-
zano ognuna di tali percentuali, si puo ipotizzare (Hy) che esse siano
estrazioni a coppie dalle stesse variabili casuali

./41, ./42, ey AN(Z Az = 1), cioe aapr,apy ~~ ./41; Ap2,0B2 ~~ ./42; ecc. Ci
si chiede se l'ipotesi che le due distribuzioni {a4;}, {ap;} siano tra lo-
ro uguali sia confermata plausibilmente dai dati o se questi forniscano
I’evidenza della falsita di Hy.

Il punto di vista specifico che assumeremo nella prima parte di questo
quaderno e quello dei puri test di significativita, cioe una volta specificata
Hy si cerchera di costruire una statistica S(X (v )), la cui distribuzione
sara per ipotesi nota se Hy e verificata e che tenda ad assumere valori
“grandi” quando intuitivamente si ritiene che ci si allontani da Hy. Cosi
si creeranno delle regioni critiche dello spazio campionario RY, quelle
cioe dove S > ¢ convenientemente grande, in modo che quando il valore
estratto dal campione x appartiene a tale zona, cioe quando S(z) > ¢
si consideri confutata, cioe poco plausibile, Hy. Naturalmente in questo
modo si corre il rischio di rifiutare Hy anche in casi in cui essa e vera, e
precisamente tale rischio sara dato da

P{S > c|Hy} = a ; (1.1.1)

a viene chiamato il livello di significativita del test. & bene notare che
scrivendo P{S > ¢|H,} si e voluto sottolineare che questa probabilita va
calcolata in base alla distribuzione di S, nota se si accetta I'ipotesi Hy;
viceversa non si suppone di conoscere la distribuzione di S sotto ipotesi
alternative H 4, punto di vista che assumeremo piu avanti.

La (1.1.1) puo essere usata in tre diversi modi:

a) fissato il valore critico ¢, si calcola il corrispondente livello di signifi-
cativita
a=1- Fs(c) (1.1.2)

(Fs funzione di distribuzione di S nota in base ad Hy);
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b) fissato un livello di significativita a (i valori piti usati nei test sono
1%, 5%) si calcola il corrispondente valore critico invertendo la
(1.1.2);

c) calcolato il valore osservato s di S relativo ad una certa estrazione
xz,s = S(x), calcola in corrispondenza il livello di significativita
osservato

ap=1—Fg(s) . (1.1.3)

Si puo notare che cosl si avra una g per ogni campione dato, cioe ay
viene ad essere una estrazione dalla statistica (v.c.)

A=1- Fs[S(X™M)] . (1.1.4)

La (1.1.4) ¢ ovviamente una variabile uniforme sull’intervallo [0,1], se Hy
¢ vera.

1.2 Test parametrici, ipotesi semplici, ipotesi com-
poste; intervalli fiduciari

Il caso piu comune di applicazione della teoria dei test € quello in cui
'ipotesi Hy consiste nell’affermare che la v.c. X ha distribuzione f(z;6),
dipendente da un parametro #, e che 6 assume un certo valore f: diciamo
allora che si ha una ipotesi semplice H.

In tal caso sembra naturale assumere come statistica S una funzione di
6 e di un suo stimatore corretto 7'(X); ad esempio

S(X) = [T(X) - 0] (1.2.1)

oppure

S(X) = ‘% ~1], (1.2.2)

essendo chiaro che in entrambi i casi un alto valore di S puo essere preso
come indicazione della non accettabilita di Hy.
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Esempio 1.2.1: da precedenti analisi ci si & convinti che in condizioni
standard una linea telefonica ha una distribuzione dell’intervallo tra una
telefonata e la successiva di tipo esponenziale

f(z;0) = (1/0)e=*/% (z > 0); inoltre i rilevamenti per lunghi periodi
hanno dato per # un certo valore 6.

In un giorno a caso si decide di esaminare un campione di numerosita N
della v.c. X, per verificare se (Hy) il modello & mutato ed in particolare
se il traffico medio della linea, misurato da #, sia variato. Poiché 0 e la
media di X, e poiché tale variabile ¢ definita solo per valori positivi, si
puo pensare ad usare la statistica

M
== 1.
=71

In effetti se Hy e vera, X/f ¢ una esponenziale di media 1, cioe 2.X/f, =
- X?z) =2I'(k =1, p=1), cosi che si puo porre

M
2]\79—0 = Xen) =2T(k=N, p=1),

cioe la distribuzione di S, sotto 'ipotesi Hy, € nota. Pertanto, fissato
un livello di significativita «, si potra trovare una regione critica dalla
relazione

M

P{|2N9— —2N| > c|Hy} = P{|X%2N) —2N|>c¢}=a.
0

Spesso anziché una regione critica di questo tipo, cioe simmetrica attorno
a 2N, si preferisce, per I'intrinseca asimmetria della distribuzione di x?,
che e diversa da zero solo sul semiasse positivo, una regione definita da

2N 2N
M <c; M > C
0, 0,

con



P{X%ZN) <}t = P{X%ZN) >t =a/2. (1.2.3)

Osservazione 1.2.1: si noti che ¢ possibile pensare a test per una ipote-
si semplice anche quando 6 € un vettore di parametri anziché una singola
variabile. In tal caso I'ipotesi Hy dovra specificare 6y, cioe tutte le compo-
nenti di . Cosi nell’Esempio 1.1.2 si aveva X = Nc, 0] con 0 = (¢, 0?),
e lipotesi Hy consisteva nello specificare 6y = (cg, 02,)). In un caso come
questo naturalmente anche 7'(X) dovra essere un vettore di stimatori di

0, cioe
T(X)=(M,S).

E possibile dimostrare che per questo caso una statistica utile e

2 —2

S(X)ZN‘Q

che risulta essere una X%N), a N gradi di liberta.

Tuttavia un approccio di questo tipo € poco usato in genere perché,
se sulla base dei valori campionari e del livello di significativita « si
decidesse di rifiutare Hy, non sarebbe chiaro se cio sia dovuto a una o
all’altra componente di €: nel caso dell’Esempio 1.1.2, se sia la media
campionaria M a non andare d’accordo con ¢y, oppure S’ con o2 . Si

preferirebbe allora cercare di costruire test separati per ogni componente,
cio che ci porta direttamente al problema delle ipotesi composte.

Prendiamo ora in esame il caso in cui la distribuzione f(z;, \) dipenda
da pin parametri (f, \), ma si voglia sottoporre a test un’ipotesi Hy solo
su f : Ho(6 = 6). Si dice allora che A é un parametro di disturbo (nui-
sance parameter) e lipotesi Hy & chiamata composta.

Si noti che quanto segue vale sia che A sia monodimensionale o a piu
dimensioni, cioe se vi siano uno o piu di uno parametri di disturbo.

Per trattare questo problema, cerchiamo in primo luogo degli stimatori
corretti 7', L rispettivamente di 6 e \; questi avranno una distribuzione



f(t,1;0,\) che dipende tanto da @ = E{T'}, che da A = E{L}. Occorre
allora cercare una funzione S(7, L) la cui distribuzione sia indipendente
da A, f(s,0): quando questa sia stata trovata, mediante tale statistica
sara possibile sottoporre a test 'ipotesi # = 6, ricercando delle regioni
critiche per una qualche funzione di S.

Naturalmente questo procedimento & piu complesso e va visto caso per
caso.

Esempio 1.2.2: si supponga che sia X = N[y, 0], e si voglia verificare
I’ipotesi Hy, pt = o : si dovra allora esaminare la distribuzione congiunta
di (M; 8?%) e cercare una statistica funzione di tali variabili, possibilmente
funzione di p ma non di 02, che sia anche distribuita indipendentemente
da o2.

Riesaminando il procedimento teorico che ci porta a disegnare un test
parametrico per l'ipotesi Hy (0 = 6y), si vede che in sostanza occorre defi-
nire una certa funzione S(X; ) che sotto I'ipotesi H ha una distribuzione
nota

S(X;0)) =Y , (v.c. nota) (1.2.4)
cosl che fissato il livello di significativita a ed il valore y, per cui
P{Y > ya} =,

sia definita una regione critica dello spazio campionario, per cui se risulta

s = S(z;00) > Yo , (1.2.5)

Hj viene rifiutata, al livello a.

Notiamo che spesso accade che Y risulti indipendente da 6, anche se cio
non ¢ essenziale in quanto segue.

Notiamo anche che se, per un certo y e per un campione dato z, Hy non
e rigettata, cioe se

S(z,6) < Yo , (1.2.6)



viene spontaneo osservare che, qualora avessimo fatto una differente ipo-
tesi # = #, abbastanza vicina a 6, e posto che tutte le funzioni in gioco
siano continue, si avrebbe ancora, per lo stesso campione z,

S(z,61) < Yo - (1.2.7)

E bene osservare che in caso Y dipenda da 6, il valore y, in (1.2.7) sara
differente da quello in (1.2.6). Ci si puo allora chiedere quali siano tutti i
valori di 6, per cui un test basato su S(z;6), sul vettore campionario z e
sul livello di significativita a,, darebbe risposta positiva (di accettazione),
cioe tuttii @ tali per cui

S(z,0) < ya (1.2.8)

sia verificata. L’intervallo di valori di # per cui la (1.2.8) ¢ verificata, si
chiama intervallo fiduciario al livello di significativita o

Osservazione 1.2.2: si noti che fornire un intervallo fiduciario per 6
equivale, seppure in un’accezione diversa da quella del Quaderno n. 2, a
dare una stima di 6; infatti la teoria che fissa i criteri con cui fornire gli
intervalli fiduciari e chiamata anche teoria della stima per intervalli.

Esempio 1.2.3: sia X = N[y, 1] e sia x un vettore di N valori campio-
nari estratti da X; si supponga di voler verificare I'ipotesi Hy : = pg al
livello di significativita . Si decida inoltre di usare la statistica

S=|M-—y (1.2.9)

per la verifica di tale ipotesi.

Se Hy ¢ vera, M = N|u;1/N], cosi che S(z,u) & sostanzialmente una
“seminormale” (cfr. fig. 1.2.1), cosa che potrebbe anche scriversi nella
forma

VNS = Vl\//li\;_;' =zl . (1.2.10)

Dunque le regioni critiche di X saranno definite dalla relazione



Figura 1.2.1:

S(z;0) > Zoyo

Y

P{Z| 2 Zojo} = P{Z < —Zopo} + P{Z > Zop} =

P{Z > Z.)2} = /2

cioe

Za/2
M(z) — | > )
(M(z) — p| > Vi

(1.2.11)

Pertanto se Hy (cioe p = ) & vera, cosi che |M — po| = (1/V/N)|Z], e

se il valore empirico della media e

1 N
=1

se vale

Za/2
VN

allora Hy viene rigettata, in caso contrario, cioe se

[m — po| >

(1.2.12)

(1.2.13)



Za/Z

N’

Im — o <

Hj viene accettata.

Notiamo che fissato z ¢ fissata anche la media empirica m (1.2.12), percio
anche considerando un’altra ipotesi Hy (1 = p1) si puo decidere sull’accet-
tazione o meno di tale ipotesi in base al valore di |m — ;| confrontato con
Zaj2/ V/N: ne segue che l'intervallo fiduciario, di livello e, corrispondente
alla media empirica m, e I'insieme dei valori i per cui

Zo
m—p < 92

VN

Osservazione 1.2.3: vogliamo notare che nel caso di una variabile X
discreta, in generale anche S sara discreta e quindi non si potra fissare
un livello di significativita arbitrario in quanto, posto

anche i valori o; saranno un insieme discreto.
Tuttavia fissato un « si potra trovare un s;(«) tale che la corrispondente
significativita del test sia almeno pari ad «, cioe

P{S > si(a)} = o; ; = mjin{aj > a} . (1.2.15)

Esempio 1.2.4: sia X una variabile binaria
X:{01;
P q
sia
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X
TN

un campione estratto da X, e si voglia sottoporre a test I'ipotesi
Hy:p=po (¢=q0=1—po).

Notando che p = E{X}, si pu0 pensare ad una statistica funzione della
media campionaria.

.\ i N
Piu precisamente, useremo NM =Y. X; = K, notando che IC ha una
distribuzione binomiale

K= B(N,p) ;

essendo N noto e fissando p = py per Hy, la distribuzione di K risultera
nota.

Resta il problema di fissare S. In effetti se pp = 1/2 ,K ha una di-
stribuzione simmetrica, mentre per p, # 1/2 la distribuzione diventa
asimmetrica (cfr. fig. 1.2.2). Pertanto un criterio del tipo (cfr. (1.2.15))

P{Np—k<K<Np+k}<l-«

va bene per py = 1/2 o valori vicini (soprattutto quando N ¢ elevato).
Per valori di pg che danno una notevole asimmetria, si potrebbe definire
un intervallo di accettazione, ki < K < ks, con

ki =supk , P(K<k)<a/2
ke =infk |, P(k<K)>a/2

11



0.3
0.2 N=
p

0.1+

Figura 1.2.2: Variabili binomiali

1.3 Test sulle medie di campioni numerosi

In questo paragrafo consideriamo il problema di applicare test a ipotesi
sulla media p, mediante ’osservazione di campioni numerosi. La numero-
sita del campione ci permette di conoscere la distribuzione asintotica della
media campionaria, indipendentemente dalla distribuzione di partenza.

Ai punti a) e b) considereremo i test su medie e differenze di medie,
quando le varianze in gioco siano note a priori (Hy semplice). Il caso in
cui la varianza sia un parametro di disturbo (Hy composta) e trattato al
punto c).

a) Si supponga che X sia una v.c. con media p incognita e s.q.m. o
noto. Consideriamo un campione bernoulliano z(™ tratto da X con
N abbastanza elevato; vogliamo sottoporre a verifica 'ipotesi semplice
Hy : 1 = pyo sulla base del vettore di dati sperimentali x. La statistica
naturale in questo caso ¢ una funzione di M = (1/N)> X;; se N ¢
elevato si puo applicare il teorema centrale della statistica e supporre che
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MNNV%T (1.3.1)

Pertanto se Hy e vera, vale la relazione

M—MONZ
o/VN ’

cosl che volendo assumere come statistica base del test

(1.3.2)

S =|M-yul,

si ha che l'intervallo di accettazione di Hy, al livello di significativita «,
¢ appunto dato da quei valori empirici di m = 1/N ). x; per cui

[m — po

v < Zapy  (P(Z>Zap) =af2), (1.3.3)

ovvero

Za/2 <m < o + LZcz/2 .

TN VN

Corrispondentemente, fissato m, 'intervallo fiduciario al livello «, I,,, &
dato dall’insieme dei p per cui

o

VN

Im — | < Zaj2

cioe

o

VN

o

VN

m — Za/Z S 2 S m + Za/g . (134)
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. distribuzione di M
A // \ secondo H,
//’/ \\
| / )
| / |
| |
| |
[ o [
P=a/2 ! — ! P=a/2
\ | N 3 /
el |
e T }ﬂ H‘/HT } H\H T e >
"o "o
Mo*TZa/Q fo MO+WZO</2
| |
rifiuto Hy accetto Hy " rifiuto Hg

Figura 1.3.1:

Osservazione 1.3.1: si noti che, a parita di «, tanto l'intervallo di ac-
cettazione, quanto l'intervallo fiduciario, si restringono all’aumentare di
N, volendo cio dire che, con 'aumentare dell’informazione, una media
empirica m che ha una distanza fissata da py diventa sempre meno pro-
babile e finisce prima o poi per diventare un elemento di evidenza contro
Hy. E questo un diverso modo di esprimere la consistenza dello stimatore

M.

b) Prendiamo in considerazione il caso in cui vi siano due v.c. indipen-
denti X ed Y con medie rispettivamente px e py incognite e con varianze
0% e o7 note. Si estraggono due campioni indipendenti dalle due variabi-
li, con numerosita Nx ed Ny elevate e si vuole sottoporre a test 1'ipotesi

Hy:px = py.

La statistica naturale da cui partire e

MX—MyzNLXZXi—N%Zn, (1.3.5)

cosl che se vale Hy, indipendentemente dalle distribuzioni originarie di
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X ed Y, applicando il teorema centrale della statistica si puo scrivere
(Nx, Ny — OO)

My — M N{o “?Y+”ﬂ : (1.3.6)
X Y ,NX NY . +J.

come si vede, sotto 'ipotesi Hy, la distribuzione di M x — My e comple-
tamente specificata e dunque e possibile costruire dei test. In particolare,
si puo porre la (1.3.6) nella forma equivalente

My My _ (1.3.7)
ok | oy
Nx TNy

e derivare la regione critica per la statistica

o Mx — My
o 2 2

ovvero definire I'intervallo di accettazione di Hy al livello di significati-
vita a;, come quello in cui le due medie empiriche my, my soddisfano la
relazione

2 2 2 2

UX UY O—X UY
_ _r Za <myx — < — 4+ —Za . 1.3.8
Ny Ny Zol2 =T =iy Sy T N Cer? (1.3.8)

Quando la (1.3.8) non ¢ verificata Hy e rifiutata al livello di significativita
.

Osservazione 1.3.2: anziché verificare 'ipotesi Hy : pux = py, puo
capitare di dover verificare 'ipotesi Hy : pux — pry = po. Modificando la
(1.3.6) nella forma

My — My ~ A |, 25 4 O
X Y MU,NX NY,

15



si arriva ad un intervallo di accettazione del tipo (1.3.8) in cui a

mx —my va sostituita ’espressione myx —my — pg. Naturalmente la stes-
sa espressione puo essere usata eventualmente per trovare un intervallo
fiduciario per .

c) Consideriamo ora il caso in cui per un campione numeroso si vuol
verificare 'ipotesi Hy : it = j, senza conoscerne a priori la varianza o2.
Si potrebbe pensare semplicemente di sostituire nella (1.3.2) S% a o2, cioe
di porre

M—p 1 Y(Xi—p)
s JN S

VN

~ 7. (1.3.9)

La (1.3.9) tuttavia non ¢ di immediata derivazione dal teorema centra-
le della statistica perché le variabili (X; — u)/S, se sono identicamente
distribuite, non sono pero indipendenti, in quanto tutte funzioni della
stessa statistica S. D’altro canto possiamo scrivere

M- M-y
==

VN VN

Sy (1.3.10)

¢l Q

vogliamo dimostrare che anche Sy tende in legge ad una normale stan-
dardizzata.

Notiamo infatti che, posto

si ha per N > N, opportuno

PN{|AN—1|§€}21—€,
per ¢ fisso, ma arbitrario.
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D’altro canto, presi a,b > 0,

Py{a < Sy < b} = Py{aAy <Ty <bAy} =
PN{[CI,AN S FN S bAN] N HAN — 1| S 6]}—|—
PN{[GAN S FN S bAN] N HAN — ].| > 6]} S
PN{CL(]_—6) SFN Sb(]."‘é‘)}‘i‘é‘

(1.3.11)

IN +

Poiché, per N — oo

Py{a(l1—¢) <Ty <b(1+4+¢e)} = P{a(l—e) < Z <b(1+¢)}

er N! opportuno sara
€

Py{a<Sy<b} <Pla(l—e)< Z<b(l+e)}+2e.  (1.3.12)

D’altra parte, per la (1.3.11),

PN{GSSNSb}ZPN{[GANSFNSbAN]mHAN_H SS]}Z
Py{la(l1+¢) <Tn <b(1—-9)|N[|Ay — 1| <¢]} =

PN{G(]. +€) S FN S b(]_ — 8)}"‘

P{la(1+2) < Dy < b(1 = )] N [|Ay — 1] > 2]}
PN{CL(1+6)§FN§1)(1—€)}—6

v

v

poiché d’altro canto

Py{a(l4e) <Tny <b(1—2)} = P{la(l1+e) < Z <b(1—¢)}

per N > N! opportuno sara

Py{a < Sy <bt > Pla(l+¢) <Z <b(l—e)} -2,

che combinata con la (1.3.12) dice che per tutti gli N sufficientemente
grandi
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P{a(1+¢)
<  Pla(l—¢)

per 'arbitrarieta di € resta percio provato che

A}im Py{a < Sy <b} =P{a<Z <b} (1.3.13)
— 00

per tutti gli @, b > 0. Con ragionamenti analoghi si prova il caso generale.
Dunque vale la convergenza in legge.

Osservazione 1.3.3: ¢ utile notare che se pure la (1.3.9) & valida, il suo
grado di approssimazione sara peggiore che nel caso in cui la varianza e
nota, infatti la variabile (M — p)(S|vV/N) ! ha una differenza da una Z
dovuta sia alla convergenza di M a p, che alla convergenza di S a o.

Osservazione 1.3.4: lo stesso procedimento puo essere applicato al
confronto tra medie, Hy : ux = py, quando non si conoscano le varianze
teoriche 03, 0%. Poiché per Nx, Ny — oo si ha in probabilita

-2 —2
2 2
Sx Sy r Jox | Oy

—
Nx Ny Nx Ny’

si potra come in (1.3.9) porre

(Mx = My) = (px — py)
S ’
Vis+ 3
il che appunto ci permette di eseguire dei test su pxy — py. Si puo
anche notare che vi sono casi in cui si puo ragionevolmente supporre che
0% = 0% = o, mentre si vuole sottoporre a test py — uy. In questo caso

¢ opportuno dare un’unica stima di o2 basandosi su entrambi i campioni
2™ e y™ in modo che lo stimatore sia pit attendibile.

(1.3.14)

Cio di solito e fatto prendendo una nuova stima che sia una combinazione
. . =2 —=2
lineare di Sy ed Sy
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S = aS% + bS5y .

Questa sara non deviata se

02 = B{S’} = (a+b)o?
cioe se
a+b=1. (1.3.15)

Poiché la varianza di 32 ¢ data da

) = a202(S%) + b0%(Sy) (1.3.16)

(S
si pud pensare di minimizzare (1.3.16) sotto la condizione (1.3.15). Il
minimo lo si ha per

¢ b= — (1.3.17)

02(Sy) ?(Sy)

dove ¢ e scelto in modo che valga la (1.3.15).

D’altra parte, ricordando la (1.4.5) del Quaderno n. 2, si puo vedere che
valgono le relazioni asintotiche

2/ a2 cost 1 9 =2 cost 1
Se) = —) ;. 2E)= —
7 (8x) NX—1+O<NX> A SO v R S

inoltre per la (1.4.6) del Quaderno n. 2 tale relazione ¢ esatta per le
distribuzioni normali, con

cost = 20* .

19



Ne segue che e vantaggioso, almeno asintoticamente, porre

a=c(Nx—=1) , b=¢(Ny—-1),
ovvero imponendo a + b = 1,

 Nyx-1 - Ny —1
 Ny+Ny—2  Ny+ Ny —2°

2

Lo stimatore congiunto della varianza cosi ottenuto e

—2 Nx -1 <2 Ny —1 2
S ="+ ° __r - S 1.3.18
NﬂWfQX+M+M—2Y ( )

La relazione che permette di vagliare un’ipotesi su ux — py, diviene

(Mx — My) — (ux — py)
3 1 1

Fx TNy

~7 . (1.3.19)

1.4 Test di buon adattamento

Vogliamo risolvere in questo paragrafo il problema dell’inferenza statisti-
ca per il confronto tra una distribuzione campionaria ed una corrispon-
dente distribuzione teorica nota in base all’ipotesi Hy. Si avranno due
casi: Hj sara semplice se la distribuzione teorica sara definita univoca-
mente; H, sara composta se Hy specifichera solo una famiglia parametrica
di distribuzioni f(z;#), in cui € diviene un parametro (o piu) di distur-
bo. Il confronto tra distribuzione empirica e distribuzione teorica puo
avvenire sia per confronto delle rispettive funzioni di distribuzione, sia
comparando tra loro un istogramma con una funzione teorica di densita
“raggruppata” per classi (cioe omogenea all’interno di ogni classe e con
aree dei rettangoli esattamente uguali a quelle teoriche).
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Figura 1.4.1: Confronto tra funzioni di distribuzione.

[

Y

Figura 1.4.2: Confronto fra istogramma empirico ( ) e istogramma

“teorico” (- - - -).
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a) Test di Kolmogorov

Data la funzione cumulativa di frequenza Fy(x), si consideri come stati-
stica

D =sup |Fy(x) — Fx(x)]| ; (1.4.1)
x
si puo osservare che D deve essere necessariamente un valore assunto
dalla (1.4.1) in uno dei punti di salto della Fy(x).

Si noti che, per ogni z, Fy(z) & una statistica in quanto, introducendo la
funzione di Heaviside h(z) =0, x < 0; h(xz) =1, x > 0, si puo scrivere

Con argomenti che esulano da questo ambito, si puo provare che per
N — oo la distribuzione asintotica di D e definita da

+o0
lim P{D < ;—N} = 1423 (—1)ke (1.4.2)
k=1

Osservazione 1.4.1: come si vede la distribuzione asintotica di \/ND(N)
non dipende dalla distribuzione teorica F'x(z): in realta cio ¢ vero per
ogni N perché una qualunque trasformazione (monotona) di X cam-
bierebbe nello stesso modo la Fx(z) e la Fy(z), lasciando inalterate le
differenze (1.4.1). Cosi ad esempio definendo Y = Fx(X), si ha una
variabile uniformemente distribuita su [0,1] e D diventa

D = sup |Fy[Fy'(y)] -yl (1.4.3)
y€[0,1]

b) Test del x?

Diviso I’asse in m intervalli, si inizia cercando la distribuzione congiunta
di numeri empirici N; di estrazioni che cadono nei vari intervalli
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In effetti gia sappiamo che ogni N; e asintoticamente normale con media
v; = Np; e varianza o? = v;(1 — v;/N) (cfr. Quaderno n. 1, paragrafo
18).

Tuttavia la distribuzione congiunta del vettore N* = [Ni,..., Nny] va
ricercata direttamente e non puo essere dedotta dalle distribuzioni mar-
ginali in quanto gli NV; non sono tra loro dipendenti poiché deve valere la
relazione lineare

m

i=1 i=1

=1

D’altra parte, definendo le funzioni binarie (o contatori) della v.c. cam-
pionaria Xj per l'intervallo I;

1 se Xpel
Ci(Xk) —{ 0 s X el (1.4.5)
OvVVero
P{Ci(Xy) =1} =p; ; P{Ci(Xy)=0}=1—-p;, (1.4.6)
C1(Xk)
si viene a creare un vettore C'(X) = | : che descrive un avveni-
Com (Xi)

mento con m possibili risultati, ognuno con la sua probabilita p;; infatti il
vettore C'(Xy) deve necessariamente avere una componente uguale ad 1 e
tutte le altre nulle. Come si vede si ha una generalizzazione del semplice
gioco a testa e croce.

Ora possiamo rappresentare il vettore N come

Ny S, O (Xp)

N=| : |= S c) (1.4.7)

per comodita passiamo da N al vettore Y di componenti
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EN: Ci(Xk)-_ Di (1.4.8)

ciascuna delle quali ha media nulla.

Ricerchiamo la distribuzione di Y tramite la sua funzione generatrice dei
momenti, ovvero

Gy(t) = E{eﬁz} = E{GEZ’; Yy =
Nt Ci(Xy) — pg
E{exp(;;\/ﬁ (\/Z)TZ p)}:
N m t; Cz(Xk)_pz B
E{szlexp (;\/ﬁ NG )}_

Nt Ci(Xk) —pi
oo (S22

Ora, posto
t= iti\/ﬁi (1.4.9)
i=1
risulta
Gy(t) = :e*%E {e\/_lﬁ S J%Cim}]N - (1.4.10)




dove 073/2 = 0(N—3/2).

Ora sfruttando il fatto che > " p; = 1, sz(jpj — 1) = 0 per la defini-

)N — e*, dalla (1.4.10)

zione (1.4.9) ed usando la nota relazione (1 +
ricaviamo l’espressione asintotica

£z
N

) 2
Gr(t) ~ TR
J2[Em - (S uvm)’] (1.4.11)

Vogliamo ora dimostrare che Y e un vettore normale standardizzato con
una distribuzione singolare, pilt precisamente con il supporto in quella
varieta m — 1 dimensionale che e definita dai vettori che soddisfano la
relazione di ortogonalita

i\/@ Y =aty =0 (1.4.12)
(a* =[VDi-  /Pml |@|2=Zpi =1).

Che il vettore Y definito dalla (1.4.8) soddisfi effettivamente la (1.4.12)
e di immediata verifica quando si osservi che

m

=1

per il resto della dimostrazione conviene
invece usare un sistema di coordinate piu
comode. Percio supponiamo che V sia
un vettore m — 1 dimensionale, normale
e standardizzato; formiamo poi il vettore
m-dimensionale

<
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Per definizione U e una normale standardizzata singolare con supporto
in R™!'. Ora sia t un vettore costante di R™, decomposto secondo la
formula

O T 0
T Yy _ . _
é—‘ 0 ‘+77‘ 1 ‘ T = . ) Q_ )
Tm—1 0
¢ chiaro che
ttU=1"V

Pertanto

m—1
1/25 TiZ
e =1 ,

(0]

che, introdotto il vettore ¢ = 1

, puo essere scritto come

Gy(r) = /20t —(tre)*] (1.4.13)
Ora sia R una qualsiasi rotazione d’assi che porti £ in @ = Rg; una tale
rotazione esiste sempre purché |a| = Re, cio che in realta & per la (1.4.13).
Per un teorema generale sappiamo che la nuova variabile

Y = RU sara anch’essa normale e standardizzata mentre il suo supporto
sard la varieta ortogonale ad a (cosi come R™! cioe la varieta ortogonale

ad g, era il supporto di V). Quanto alla funzione generatrice di Y, posto
A= Rt,si ha \TY = t*U, cosi che dalla (1.4.13)

Gy(d) = Gy(t) = e/ e’
! AT (1.4.14)
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Confrontando la (1.4.14) con la (1.4.11) si vede che esse sono identiche
ovvero le due v.c. Y, una definita da (1.4.7), laltra definita da Y = RU
danno la stessa distribuzione, che e quanto volevamo provare.

In particolare allora sara

Y[ = U* = [V = xons

e d’altro canto,

yvE o= 3 Z%Zk 1 Gi(Xk) — Npi]

=1 [

_ Em: Nz Vz)2

i=1 Vi

m
=1

cosl che vale la relazione

o Nz — V; 2
> % >~ (1.4.15)

In base a questa relazione il test sull’ipotesi

HUE{P{XGL-}:%, 1=1,2...,m}

(N — 1y)?
ZQ <2 (1.4.16)
- v

Se la (1.4.16) e verificata Hy ¢ accettata, in caso contrario Hy ¢ rifiutata.
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Osservazione 1.4.2: qualora l'ipotesi Hy, sulla distribuzione di X, fosse
composta (ad esempio si dica che X & normale senza specificare media
e varianza) si pone il problema di eliminare l'influenza dei parametri
di disturbo. La cosa risulta abbastanza semplice quando tali parametri
siano stimabili con momenti campionari, cosi una volta fissati i valori dei
parametri, restano anche definite le probabilita teoriche p; ed il numero
teorico di estrazioni per intervalli, v;.

Naturalmente, stimando # dal campione si creano dei legami tra le va-
riabili V;. In effetti si pensi al caso della media; condizionando la media
teorica ad essere uguale a quella empirica si dice che, approssimativa-
mente

%ZM@Z%Z%&,

dove &; sono i punti medi degli intervalli I;.

Se si fosse usato anche il momento del secondo ordine (caso della normale
con media e varianza incognita), si avrebbe che

%ZM@Z:%Z%{?-

Si noti che queste due relazioni possono essere scritte come

{ %gﬁzi% (ON; = N; — v;) (1.4.17)

il che equivale a vincolare il vettore

ON;
N

alla intersezione dei tre piani risultanti dalle (1.4.17) e dalla ) . 0N; =0
cosl che esso risultera distribuito come una normale standardizzata di
dimensioni
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dim = m — 1 — (n°parametri stimati) =m —1—h .

Pertanto in questo caso la (1.4.16) ¢ sostituita dalla relazione

(Ni — v3)?
> e~ X - (1.4.18)

v

Osservazione 1.4.3: nell’uso delle formule asintotiche (1.4.16), (1.4.18)
e bene usare qualche cautela, garantendosi ad esempio che la divisione
in intervalli sia tale per cui 1; & piccolo rispetto ad N, ma nello stesso
tempo non troppo piccolo: ad esempio puo porsi il limite v; > 5. Natu-
ralmente un test di buon adattamento tipo x? ha senso solo per campioni
abbastanza numerosi, almeno di alcune decine di elementi.

1.5 Campioni normali

Data I'importanza delle distribuzioni normali in statistica, vale la pena di
approfondire il caso in cui X = N[y, 0?]. Si vogliono costruire specifici
test per u e o2, nonché confronti tra medie e varianze per i campioni
normali.

Poiché le statistiche con cui si possono costruire test per i e o2 sono na-
turalmente M ed S? ci si pone il problema della distribuzione congiunta
di tali variabili. Dimostriamo il seguente teorema.

Teorema 1.5.1: se X ¢ normale ed X(N) una variabile

campionaria bernoulliana, allora M ed S? sono variabili tra
loro indipendenti; inoltre

0_2
M = Nlun% (1.5.1)
2
§? = %X@H). (1.5.2)



Per dimostrare il teorema cominciamo a considerare, per un ¢ qualunque
fissato, la coppia di variabili

M=%,
{ Y- MZx iy (1.5.3)

Come & ovvio (1.5.3) definisce una trasformazione lineare da X™) alla
variabile doppia (M, X; — M).

Poiché X™) & normale,

XN = Nue;o?] (eF=01 1...1)), (1.5.4)

anche (M, X; — M) sara normale: in particolare si ha

B{X;—~ M}=0. (1.5.5)

Da (1.5.5) segue che la covarianza tra M e X; — M pud essere calcolata
come

E{(M = p)(Xi = M)} =

= B - ) - B{(M - )%} = (156)
B L, 15
= NU — NU =

Siccome M, X; — M sono congiuntamente normali, la (1.5.6) implica
anche che esse siano variabili stocasticamente indipendenti. D’altronde
la varianza campionaria

s 1 >
S —WZ(Xz‘—M)
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e essenzialmente funzione solo degli scarti X; — M e pertanto e anch’essa
una variabile stocasticamente indipendente da M. Detto cido non resta
che studiare separatamente le distribuzioni di M ed 8?: quanto ad M,
gia sappiamo che la (1.5.1) & vera.

Passiamo quindi a notare che si puo scrivere l'identita (pitagorica)

K = (M )+ 8

ovvero

N
= —S°. (1.5.7)
i=1 g N g

Al primo membro si ha una variabile X%N) (cfr. Quaderno n. 1, Esempio
13.2) al secondo membro la prima variabile & una X%1) e la seconda varia-
bile indipendente dalla prima. Pertanto per una osservazione fatta nel

Quaderno n. 1, paragrafo 13, sul teorema della somma di x? indipendenti
(13.19) si ha anche che

che coincide con la (1.5.2).

Osservazione 1.5.1: da un punto di vista geometrico il teorema ora
dimostrato e le (1.5.1), (1.5.2), (1.5.7) hanno una interpretazione intuiti-
va. Sia R™Y) lo spazio dei campioni e sia (r) la retta descritta dai vettori
Ae()\ reale): notiamo che, per la (1.5.4), la media di X™) deve stare su

().

Decomponiamo il vettore degli scarti teorici X — ue nella somma di (M —
p)e e del vettore degli scarti campionari
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Figura 1.5.1

[

—MQ
— pe = (

I
<

—pe+U : (1.5.8)

poiché U & sempre ortogonale ad (r), in quanto

FU=Y Ui=) (Xi-M)=0,

vale tra i moduli dei tre vettori la relazione pitagorica

X — pel” = (M — plel” + U,

che coincide esattamente con la (1.5.7).

Inoltre la variabile X — pe € normale con matrice di covarianza isotropa,
percio la decomposizione (1.5.8) in componenti ortogonali porta ancora a
variabili normali con matrice di covarianza isotropa oI (cfr. Quaderno
n. 1, Esempio 17.1): (M — p)e ci da la componente lungo (r), mentre Y
ci da la componente perpendicolare ad (r), percid U & indipendente da
(M —p)e e inoltre la matrice di covarianza di U, nel suo sottospazio, cioe
nella varietd (N — 1)-dimensionale ortogonale ad (r), & ancora oI y_1).

Ne segue che
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NS* _UuP _
2 = = X(N—l)

o o2

per 'osservazione 17.6 nel Quaderno n. 1.

Osservazione 1.5.2: dalla distribuzione campionaria di X si pud
anche derivare la distribuzione di altre statistiche. In primo luogo notia-
mo che avendo trovato la distribuzione di 8% ¢ nota anche quella della
varianza campionaria corretta

2
=2 o
S = N 1X%N*1> : (1.5.9)

Inoltre si puo anche ricavare la distribuzione rigorosa ad esempio dei
coefficienti di skewness e curtosi campionari, cioe

_ M (/NP = M)
= Tams-smppr 090

My (NS - M)
L s Tomsx om0

Noi qui ci limitiamo a riportare che per N grande valgono le distribuzioni
asintotiche

B~ N0, 6/N] (1.5.12)
I~ N3, 24/N]. (1.5.13)

1.6 Test per le medie di campioni normali

Riconsideriamo i due problemi di verifica di ipotesi

a) per un campione di numerosita N

HO U= Mo (161)
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b) per due campioni di numerosita Nx ed Ny, di eguale varianza

2 _ 2
Ox = Oy,

HO CUx = My (162)

sfruttando la conoscenza delle distribuzioni campionarie studiate nel pa-
ragrafo 1.5.

a) Supponiamo che X = N'u, 0?], e di voler disegnare un test per I'ipotesi

(1.6.1). Il problema in questo caso ¢ che Hy ¢ una ipotesi composta con
0% come parametro di disturbo, cosi per il test desiderato non si pud
semplicemente usare la statistica |M — u|. D’altro canto per le (1.5.1) e

(1.5.2) si puo scrivere

_ [ X
V-1 (1.6.3)

SHRYY

e le due variabili M ed S sono tra loro indipendenti in base al Teorema
1.5.1.

Dividendo tra loro le due relazioni (1.6.3) e ricordando I’'Esempio 13.3
del Quaderno n. 1, si trova

ME_ g tiv—1) (t di Student) . (1.6.4)

VN

La (1.6.4) lega le variabili campionarie M, S ed il parametro y ad una
variabile nota; si ha quindi una relazione adatta alla verifica di ipotesi su

L4

In particolare possiamo ritenere che valori grandi della statistica campio-
naria

S(z) = % : (1.6.5)

diano una evidenza della non plausibilita dell’ipotesi Hy : p = pp.
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Il test su Hy pertanto si effettuera fissando dapprima il valore della si-
gnificativita a prescelto, in secondo luogo cercando il valore critico per
cui

Plltiv-1)| > tape} = 2P{t(v-1) > taje} = o,
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Lt

P=0/2 \ P=a/2

~

/ .
eI HH} WH i

7t0(/2 m—uo to</2
ty= =
VN
| |
rifiuto | accetto | rifiuto
Ho Ho Ho
Figura 1.6.1:
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infine, calcolando il valore empirico osservato

m — [o

se I'ipotesi Hy e corretta o € una estrazione da una t(y_1) di Student a
N — 1 gradi di liberta e dunque deve essere

to (1.6.6)

lto] < tas2 (1.6.7)

con probabilita P =1 — a.

Pertanto, al livello di significativita «, se la (1.6.7) & verificata accetto Hy,
in caso contrario rifiuto Hy. La decisione su Hy e quindi presa verificando
se la relazione

S
—ta
JN 2

e soddisfatta oppure no; al solito la stessa relazione puo servire per
definire un intervallo fiduciario di pu.

m — po| < (1.6.8)

Fissati i valori campionari m, s e fissato a (e quindi t4/) 'insieme dei 11
per cui la (1.6.8) e verificata ci da I'intervallo richiesto.

Osservazione 1.6.1: notiamo che, poiché ¢y — Z in legge per N — oo,
la (1.6.4) ¢ in perfetto accordo con la (1.3.9).

b) supponiamo ora che X = Nux,0?] e Y = M|uy, c?]. Sisono estratti
da X un campione di numerosita Nx e da Y, in modo indipendente, un
campione di numerosita Ny ; si vuole verificare 'ipotesi

HO TUx = My (169)

(o una qualsiasi altra ipotesi del tipo pux — py = po).

Ora per i due campioni si ha

0_2

2
MX:N[MX,N—X] ) MY:N|:,U/Y7;—Y:| )
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cosi che per sottoporre a test la (1.6.9) si puo pensare di prendere come
statistica

1 1
MX_MY:N[NX_NYa <N—X+N—Y>U2] ;

ovvero la relazione

(Mx — My) — (ux — py)
J,/NLXWLNLY

Come si vede pero nella (1.6.10) o € un parametro di disturbo che occorre
eliminare.

=7 . (1.6.10)

A questo scopo osserviamo che

(Nx — 1)< > (Ny — 1)

5 Sx = X(w-n)

sommando le due espressioni si trova

(Nx —1)

Ny —1)—=
02 (Y )82 2

=2
Sx + Y = X(NytNy—2) - (1.6.11)

o2

Cio tra ’altro conferma che

= Nx -1 = Ny —1 =
S = X - Sy r - 3
Nx + Ny — 2 Nx + Ny — 2
2
o 2

Ny + Ny — 2X(Nx+Ny—2)

2

& uno stimatore corretto di o?.

Inoltre S~ ¢ funzione di gi, EQY che sono indipendenti entrambi tanto da
M x quanto da My, percio anche 32 e indipendente da tali variabili.
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Da tutto cio si deriva la relazione

Mx = My) — (bx — py) _ Z

— = = Ny +Ny—2)
S/ LU 2
Nx Ny Wy +Ny =2)
Nx+Ny—2

che ¢ la relazione ricercata, adatta alla verifica di ipotesi su pux — py.

(1.6.12)

In particolare per il test di Hy : px = py, si usa il valore empirico

=1 (1.6.13)

se Hy e corretta, to ¢ un’estrazione da una t(ny4ny,—2), a Nx + Ny — 2
gradi di liberta, e quindi sara

|t0| S ta/g (NX + Ny -2 gradi di hberta) (1614)

con probabilita P =1 — «. Se si verifica questo caso, Hy e accettata, se
invece risulta

|t0| > ta/g (1615)

H, ¢ rifiutata perché il valore empirico grande di |ty| viene preso come
evidenza contro tale ipotesi.

1.7 Test sulla varianza campionaria

Il Teorema 1.5.1 ci permette direttamente di disegnare dei test per le
varianze campionarie di campioni normali: infatti per la (1.5.9) sappiamo
che

(N =105 = ey - (1.7.1)



Pertanto se si pone I'ipotesi
L2 2
Hy:0° =0y,

la distribuzione di S~ viene completamente specificata e, fissato un li-
vello di significativita «, e possibile disegnare una regione critica ed un
intervallo di accettazione di Hy. Di solito come statistica per giudicare
sulla plausibilita di Hy si sceglie, implicitamente,

ritenendo che se S e grande in valore assoluto, ci stiamo allontanando da
. . . , . . . . N . . 2

Hy; tuttavia, poiché la distribuzione di base e qui quella di una X(n—1)

che e asimmetrica, si preferisce usare un intervallo di accettazione pure

asimmetrico.

Fissato il livello di significativita o ed ammesso che Hj sia vera, si calcola
il valore campionario

= X0 ; (1.7.2)
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Figura 1.7.1:
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in base ad Hy tale valore dovra trovarsi tra x} e x3 con probabilita 1-a

=<
— DN
IA

rifiutata in caso contrario.

(1.7.3)

(1.7.4)

Osservazione 1.7.1: la relazione (1.7.4), che definisce il criterio di ac-
cettazione di Hy, permette nello stesso tempo di definire gli intervalli fi-
duciari per 2. Fissato il livello o ed usando gli stessi x%, x3 delle (1.7.3)

si ha per tale intervallo

N -1 N -1
75 <0? < =55,
X2 X1

ovvero, in termini di s.q.m.

N —1_ N —1
;7SS 0< 2
X2 X1

E interessante notare che tale intervallo si riduce in ampiezza per

s .

(1.7.5)

(1.7.6)

N — oo, ma assai lentamente. Cosi, ad esempio, se s =1 ed a = 5%,

N=2 0,45 <o< 31,62
5 0,60 <o< 287
10 0,69 <o< 1,83
20 0,76 <o< 1,46

Questa tabella da I'idea di quanto sia in effetti variabile la stima empirica
s rispetto a o, se si pensa che ancora con un campione di numerosita 20,
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valori piu grandi di 0,76 5 e piu piccoli di 1,46 S continuano a passare il
test, al livello del 5%.

Un’altro problema che ¢ possibile risolvere sfruttando la (1.7.1) & quello
di confrontare tra loro due varianze campionarie. Piu precisamente si
considerano due variabili normali indipendenti X = Nux,0%], ¥ = =
[y, 0%] e due campioni estratti da queste, rispettivamente di numerosita
Nx ed Ny. In base alla (1.7.1) possiamo scrivere

N

NX71)/(NX - 1)
Nyfl)/(NY - 1)

—~

(1.7.7)

[\

{ Sy/o% = x

—2
SY/U%/ =X

—~

dove le due variabili x? sono tra loro indipendenti perché funzioni di
variabili indipendenti. Dividendo tra loro le due relazioni e ricordando
I’Esempio 13.4 nel Quaderno n. 1, si ha

C/)|‘0)|
e 2
7N
‘Q
NI
N———
Il
>
L
|

— Finyiny-1)  (F diFisher) .  (1.7.8)

Questa relazione ci dice che se si fissa per ipotesi Hy il valore del para-
2/ 2
metro oy /0%

o2

H, <—§ = k) : (1.7.9)
Ox

allora la distribuzione della statistica gi/gi e completamente fissata e,

sulla base del suo valore campionario, si potra eseguire un test al livello
di significativita « prefissato.
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Ricordiamo che anche la F' di Fisher ha un andamento asimmetrico,
come quello in fig. 1.7.2. cosi che risulta naturale scegliere un intervallo
asimmetrico.

Data la natura della variabile da sottoporre a test (rapporto tra due
varianze campionarie), si usa spesso un intervallo del tipo

1 =2 2

S o
o < % : é < Fup (1.7.10)

notando che la (1.7.10) puo anche essere scritta come

=2 2 =2 2
Sup{SX Iy Sy U—X} < Fup (1.7.11)

5 0% Sk 0%

si riconosce che il limite Fy /2 puo essere derivato dalle usuali tabelle.

Pertanto il criterio di accettazione di Hy € essenzialmente (1.7.11); fissato
a, e dunque anche F s, se la (1.7.11) ¢ verificata Hj ¢ accettata, in caso
contrario rifiutata.

Osservazione 1.7.2: se si sceglie il rapporto tra le varianze campionarie
in modo che risulti sempre maggiore di 1, nel determinare F,, da usarsi
in (1.7.11), occorre porre attenzione all’uso corretto dei gradi di liberta,
nel caso che i due campioni abbiano numerosita diverse. Infatti F, sara
il valore critico di F' ad Nx — 1, Ny — 1 gradi di liberta rispettivamente
del numeratore e del denominatore, se

2
S o
X Y .
_2'221)

(1.7.12)

al contrario, F,, andra presa con Ny — 1 ed Nx — 1 gradi di liberta di
numeratore e denominatore se

=2 2
XS (1.7.13)
Sx Oy

Osservazione 1.7.3. il caso piu tipico di test di confronto tra varianze
campionarie e quello in cui si fa I'ipotesi
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H,: 0% =0y, (1.7.14)
ovvero 0% /o2 = 1. Questo test in particolare deve sempre essere ap-
plicato quando si voglia confrontare tra loro le medie empiriche di due

campioni, usando la relazione (1.6.13). Infatti la (1.6.13) & valida solo
nel caso che la (1.7.14) sia verificata.

1.8 Test sul coefficiente di correlazione

Sia data una variabile casuale normale doppia,

X
V=l
Y Hy

2
Ox pPOXOy
) 2
pPOXOy Oy

] . (1.8.1)

Se da tale variabile si estrae un campione di numerosita N, si potra
costruire il corrispondente spazio campionario (a 2N dimensioni) e le
statistiche funzioni della variabile campionaria. Tra queste ha particolare
interesse il coefficiente di correlazione campionario

(1.8.2)

Questo coefficiente ha una distribuzione che dipende solo da p, seppure
in modo non semplice. In particolare ¢ possibile trovare la distribuzione
esplicita di R quando p = 0 ; mentre si riesce a trovare una distribuzione
asintotica per una funzione di R, quando p # 0.

Piu precsamente riportiamo, senza dimostrazone, il seguente teorema.

Teorema 1.8.1: nelle ipotesi fatte sulla variabile doppia
a)se p=0

R
V1 - R?

1Gi osservi che se al numeratore si usa la stima deviata cosi come al denominatore,

si ha per R lo stesso risultato che si avrebbe usando per entrambi le stime corrette,
cioe R = Sxy/SXSy.

VN =2 = t(y_y (1.8.3)
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(t di Student a N — 2 gradi di liberta),
b) se p # 0 per N grande si ha (in legge)

1+ R 1. 1+p 1
~ N |21
—r - M2, Vo3

1
3 log (1.8.4)

Le (1.8.3) e (1.8.4) sono relazioni che ci permettono di sottoporre a test
ipotesi del tipo

HO 2P =Ppo,
in quanto quando p, ¢ fissato, la distribuzione di R (o meglio di una
funzione di R) ¢ fissata.
Conviene trattare separatamente i casi a) e b).

a) Si pone 'ipotesi fondamentale

Hy:p=0. (1.8.5)
Pertanto se Hy e corretta, il valore empirico

r

VvV1—r2

e una estrazione da una ¢ di Student a N — 2 gradi di liberta. Inoltre
notiamo che per r — +1, t; — £o00, cosi che un valore alto di ¢, deriva
da un valore alto di r, che puo essere assunto come indicazione contraria
a p = 0. Quindi useremo come intervallo di accettazione

N—2=t, (1.8.6)

|t0| S ta/2
P(t(N_Q) Z ta/g) = Oé/2 s (187)

con ty dato dalla (1.8.6).
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Osservazione 1.8.1: il test di ipotesi (1.8.5), data la normalita della
distribuzione, serve anche come test di indipendenza stocastica di X da
Y.

b) Si pone 'ipotesi

HO 2P =po,
nel qual caso il valore campionario

N—3 1+7" 1—p0
1 : —Z 1.8.8
> ST 1t ™ (188)

¢ una estrazione da una normale standardizzata.

Se si osserva il grafico di Z, come funzione di r, riportato qualitativa-
mente in fig. 1.8.1, si vede che grandi valori positivi o negativi di Z
corrispondono a valori di 7 molto maggiori o minori di pg, cosi che il test
puo essere eseguito con l'intervallo di accettazione

|Z0| < Za/2
[P(Z > Zap2) = /2] (1.8.9)
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Figura 1.8.1:
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Osservazione 1.8.2: notiamo che un test sul coefficiente di correlazione
ha senso solo per campioni che hanno una certa numerosita, come si vede
notando che se Hy : p = 0 & vera, Hy ¢ accettata al livello o = 5% se il
coefficiente empirico soddisfa |r| < r,/s, secondo la seguente tabella

N 3 10 20 30 60 120
To2 0,83 0,63 0,44 0,36 025 0,18

dunque ad esempio con un campione di 60 elementi si ha ancora il 5% di
probabilita di ottenere un coefficiente di correlazione empirico di modulo
maggiore del 25%.

1.9 Un test semplice di normalita

Abbiamo gia menzionato nel paragrafo 1.4 il problema di sottoporre a
verifica 'ipotesi che un certo campione sia tratto da una distribuzione
che appartiene ad una famiglia parametrica. Nel paragrafo 1.4 abbiamo
dato una soluzione di tipo generale al problema con due possibili test:
quello di Kolmogorov e quello del 2.

Se ora facciamo l'ipotesi specifica di voler verificare "appartenenza ad
una distribuzione normale Hy{X ~ N[u,0?]}, & possibile istituire dei
test che, sebbene assai semplici, sono in genere assai efficaci. Si noti
che in questo caso entrambi p e o2 hanno la funzione di parametri di
disturbo; occorre quindi cercare una statistica che sia indipendente da
tali parametri. Tali sono ad esempio i coefficienti campionari di skewness
e di curtosi (cfr. Osservazione 1.5.2), che, come ricordato al paragrafo
9 del Quaderno n. 1, sono invarianti per trasformazioni lineari della
variabile X.

Ricordando che, quando X e normale,

g
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M(4) 24
F = ~Y e
S N [3’ N} ’

e facile costruire due test osservando che se Hy e vera, allora

B r—
=~ 7, =5 2.
\/E [24

N N

Inoltre un valore assoluto grande di B o di [' — 3 puo essere preso come
indicazione che

f~ E{B} #0

oppure che

v~ BT} #3,

il che indicherebbe una non normalita della distribuzione.

Pertanto, fissato un livello di significativita «, ed il corrispondente valo-
re critico Z, 2, per la normale standardizzata, si accetta Hy se i valori
empirici

b
—=| < Zas2 (1.9.1)
6
v
93 7. - (1.9.2)
24
N



in caso contrario l'ipotesi Hy e rifiutata.

Osservazione 1.9.1: in realta 'uso simultaneo di due test modifica
la significativita «, in quanto si richiede che contemporaneamente siano

verificate la (1.9.1) e (1.9.2): infatti se Ap e I'insieme in cui si verifica la
(1.9.1)

P(XM e Ag)=1-a

ed anche se in Ap ¢ verificata la (1.9.2)

PXMeAr)=1-a,

percid in generale (a meno che P(Ap — Ar) + P(Ar — Ag) = 0)

l—a>PXM ecApgnAp) >1-2a,

cosi che la vera significativita sta tra a e 2a.
In questo caso si puo mostrare che essa e prossima a 2c.

Osservazione 1.9.2: si noti che, presi singolarmente, i due test (1.9.1)
e (1.9.2) servono ad evidenziare due diversi tipi di deviazione rispetto ad
una distribuzione normale: infatti 'indice di skewness servira a mettere
in evidenza particolari asimmetrie della distribuzione empirica, mentre
I’indice di curtosi ci dira se la distribuzione empirica tende ad avere delle
code che sono piu alte o piu basse della normale, ovvero se la probabilita
di ottenere valori piu distanti dalla media di Ao, con A ~ 3,4,5... ¢ piu
alta o piu bassa di quella normale.

1.10 La verifica di ipotesi, in presenza di ipotesi
alternative

Fino ad ora abbiamo trattato il problema di verificare la plausibilita di
un’ipotesi fondamentale Hj, sulla base di una statistica campionaria S
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che intuitivamente tendesse ad assumere valori grandi, quando H, non
fosse verificata. La distribuzione di S era nota per ipotesi solo quando
H, era verificata, percio restava indefinita la specifica maniera in cui si
sospettava che Hy fosse contraddetta: solo a posteriori si poteva giudicare
che una certa S fosse utile a mettere in evidenza certe deviazioni rispetto
ad altre. Vogliamo ora considerare il caso in cui si vuole verificare H
specificando in quale direzione puo succedere che ci si allontani da Hy
stessa: cio viene fatto stabilendo un’ipotesi alternativa H 4.

Tipicamente quando il test e prametrico e 'ipotesi fondamentale specifica

HO 0= 90 s (].].0].)

si ha che l'ipotesi alternativa e data nella forma

Come abbiamo gia fatto per Hy, anche per H4 si distingue il caso in cui
tale ipotesi sia semplice, come in (1.10.2), o quando sia composta, cioe
quando si ha una famiglia di ipotesi di tipo (1.10.2).

Ad esempio e comune il caso in cui come alternativa si ponga H, : 0 =
=04(V04 > 6y), o piu sinteticamente

Hy: 0> 0. (1.10.3)

In questo caso H, indica che il senso di allontanamento sospettato da
Hj e in direzione 0 > 6.

Osservazione 1.10.1: & importante capire che, contrariamente ai test
di pura significativita, ora abbiamo a disposizione due distribuzioni

fo(z)  che vale se & vera H,
fa(x)  che vale se & vera Hy :

questa aggiunta di informazione ci dara nuovi elementi di giudizio. Sot-
tolineiamo anche che non e affatto necessario che fy ed f4 appartengano
alla stessa famiglia parametrica: si veda I’Esempio 1.10.2.
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Osservazione 1.10.2: per il momento le due ipotesi Hy ed H4 non sono
affatto sullo stesso piano poiché il problema che abbiamo posto non e di
decidere tra due alternative, bensi di decidere se H, non e plausibile,

rispetto ad un allontanamento in direzione H 4.
Esempio 1.10.1: sia z™) un campione tratto da una Nu,o?] con p
incognita e o2 nota: le ipotesi in alternativa sono

Hy:pp=0  (test con ipotesi alternativa semplice)

min=0 (1.10.4)
oppure
Hy:p=0 (test con ipotesi alternativa composta) (1.10.5)
Hy:p>0. o

E chiaro che per verificare H, contro H4 potremo ancora usare la media
empirica M e che potremo usare il concetto di livello di significativita «:
tuttavia e chiaro che non si scegliera un insieme di accettazione del tipo

o

Mo — Za/2\/N

o
<M < g+ Zojp—=

Nk

perché qualora si avesse un valore campionario

M </L0—Za/20/\/ﬁ

questo non sarebbe affatto un’indicazione che ci siamo allontanati da H
in direzione H, né per la (1.10.4) né per la (1.10.5).

Dunque il problema sara, fissato «, trovare una forma conveniente del-
I'intervallo di accettazione di Hj.

Esempio 1.10.2: dato un campione z() ci si chiede se tale campione
¢ normalmente distribuito, (Hy), oppure se esso sia distribuito, a meno
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di una trasformazione lineare, secondo una ¢ di Student (H,) con un
opportuno numero v di gradi di liberta. Si noti che in questo esempio
Hy & composta poiché X ~ N[y, c?] con (u,0?) parametri di disturbo,
e analogamente H, ¢ composta con p,c? e anche v come parametri di
disturbo.

Volendo togliere la dipendenza da e 02, diventa logico usare una statisti-
ca invariante per trasformazioni lineari. Nel caso in esempio ¢ vantaggioso
usare il coefficiente di curtosi: in particolare notiamo che

v—2
v—4

v(t) =3 (>3),

cosli che le ipotesi in alternativa diventano

Hy:v=3 , Hp:v>3. (1.10.6)

Ancora una volta il problema sara di trovare un intervallo di accettazione
di Hy, fissato il livello di significativita a ed usando H,4 per definire la
forma piu vantaggiosa dell’intervallo.

Si noti che in questo esempio Hy ed H 4 si riferiscono a famiglie parame-
triche diverse.

Per comprendere come I'ipotesi alternativa, ovvero la distribuzione f4(z)
e la corrispondente likelihood L 4(z), possano influenzare la scelta dell’in-
tervallo di accettazione, osserviamo che finora i test sono stati disegnati
con il seguente criterio: fissata Hj e una statistica S, fissato anche un
livello di significativita «, si e cercato un intervallo I, tale che

P{Sel,|H}=1-a, (1.10.7)
e si e deciso sulla base del “buon senso” che S € I fornisse un’evi-

denza contro I'ipotesi Hy. Notiamo che la condizione S € I, puo essere
tradotta nello spazio campionario RN, definendo I’insieme Qo,q, tale che

EEQO’QHSGIQ,
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percio la (1.10.7) puo essere sostituita dalla condizione

P{X € QolHy)} =1—a. (1.10.8)

Naturalmente per ogni « fissato esistono molte possibili regioni del tipo
Q.o ¢ ad esempio (cfr. Esempio 1.10.1), se X € N[u,0?], 02 noto ed
S=M, I, e dato da

PMeljp=mwm}=1-a,

ovvero, con oy + ag = «, (cfr. fig. 1.10.1)

N\ /N

\
P= ﬁ\ =0

] " 3

a Hg b H,
(M:Mo> (M:MA>

Y

Figura 1.10.1:
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fo — 020, S M < g+ 0Z,, (1.10.9)

Ora supponiamo che sia definita I'ipotesi H, e supponiamo ad esempio
che essa sia semplice,

Hp:p=pa (a > po) - (1.10.10)

Fissata H 4, cioe L4 (x), si potra conoscere la distribuzione di S sotto H 4,
e cosl si potra calcolare

B=P{S € I,|Hs} = P{X € Vpu|Hsl} . (1.10.11)

Questo parametro 3, che dipende dalla scelta delle famiglie €2 ,, rappre-
senta la probabilita che venga accettata Hy (perché z € €y ,) quando
invece e vera H 4.

Il valore 1 — (3 e detto potenza del test, al livello di significativita «,

1— 3 =pow {Hu, QooHy} (1.10.12)

ed e la probabilita di rifiutare Hy quando in effetti H4 e vera.

E chiaro che un test sara tanto piu efficiente nel mettere in evidenza una
deviazione da Hj in direzione H,, quanto piu grande sara la potenza
(1.10.12).

Esempio 1.10.3: (soluzione del problema dell’Esempio 1.10.1). Sia
X ~ Nlu,c? (02 nota), e sia I, la famiglia di intervalli (1.10.9) per la
media campionaria, definita per ogni 0 < «; < a. La potenza, rispetto
all'ipotesi Hy : p = pa, dell’intervallo I,(aq) pud essere trovata dalle
seguenti relazioni:

P{M<alHy} =01 — a=py— Za,0/VN
P{M>blHy} =0 — b= g+ Za,0/VN

O[1—|—012:Ol Fz(Zal):]_—Oll s Fz(Za2):]_—Olg,
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Zy, funzione monotona decrescente di oy (a; = 0, Zy, — +00)
Za, funzione monotona crescente di ar (a1 =0, Zy, = Z,)

P{M <alH,} = P{Zga_MA}:P{Zg—Zal—MA_MO}:

o/VN o/VN
— 1-Fy {Zal + ’:‘/\_/%0]
P{M > b|Hy) = P{Z> Z/‘\/“NA} Pz p;A/\—/%o _
- 1-Fy {Zm . ’ZA/\_/%O] .
Ora, chiamando
c= fia = o >0

0/\/N ’

si osserva che, per definizione, la potenza del test, contro I'ipotesi H 4, &,
secondo le (1.10.11), (1.10.12),

]_—ﬁ = l—Fz(Zal+C)+1—Fz(Za2—C):
= 1—Fy(Zo,)+1—Fy(Zs,) +
+ [Fz(Zay) = Fo(Zay = O] = [Fz(Zay + ¢) = Fz(Za,)] -

Ma 1 — Fz(Zs,) = a1 e 1 — Fz(Z,,) = g, cosi che la somma dei primi
due termini e «, costante; inoltre i termini in parentesi quadra sono
positivi perché la Fiz(z) € monotona. Percio si tratta di muovere a4, e di
conseguenza s, in modo da rendere F(Z,, +c¢) — Fz(Z,,) il piu piccolo
possibile e Fy(Zy,) — F7(Z,, — ¢) il pin grande possibile, cioe di avere
Zq, molto grande e Z,, quanto piu piccolo si puo.

Cio avviene quando oy — 0, ay = «a, Z,, — 400, perché

Fz(Zo, +¢) — Fz(Zy,) = 0
FZ(Zaz) — Fz(Za2 — C) — Fz(Za) — Fz(Za — C) .
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Il risultato e percio che l’esigenza di massimizzare la potenza, cioe di
rendere minimo il rischio § di accettare Hy quando H,4 & vera, ci porta
automaticamente a scegliere I'intervallo di accettazione Hy, contro H 4,
nella forma ad una coda

—00 < M < b= g+ Zoo/VN (1.10.13)

Osservazione 1.10.3: si noti che nel determinare 'intervallo di accet-
tazione l'unica cosa che conta e che gy > pg, cioe che ¢ > 0, da cui
dipende il fatto che si sceglie un intervallo di accettazione non limitato
inferiormente e con un limite superiore b (vedi (1.10.13)) indipendente
dallo specifico valore di 4. E chiaro che se si avesse avuta l'alterna-
tiva Ha(pua < o), per simmetria 'intervallo di accettazione sarebbe
diventato semplicemente

,uO—Zaa/\/N<M<+oo.

1.11 Il lemma di Neyman-Pearson per alternative
semplici. Test uniformemente piu potenti

Riprendiamo il problema definito nel paragrafo precedente, ed esempli-
ficato nell’Esempio 1.10.3, proponendolo dapprima nella seguente forma
(alternativa semplice): data una variabile campionaria X™ e fissato un
livello di significativita «, si considerano due ipotesi semplici Hy (ipote-
si fondamentale) ed H, (ipotesi alternativa), inoltre si divide lo spazio
campionario R in due insiemi QoaeQae= Qg,a tali che

P{X S QO’Q|H0} =1—« (]_]_]_]_)
Qoo UQaq=RY; (1.11.2)

la suddivisione di R" in due specifici Q0,4,824,4 con le caratteristiche
(1.11.1) e (1.11.2) & detta anche “disegno” del test. In un certo disegno
fissato, (29, € la regione di accettazione di Hj, mentre Q4 ,, la regione
di accettazione di H 4, deve essere una regione critica di Hy di grandezza
«, cioe
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P{X € Qua|Ho} = o . (1.11.3)

Per ogni « esistono molti possibili disegni del test e si vuole trovare quello
ottimale, nel senso che sia massima la potenza del test, ovvero

P{XGQA7Q|HA}:1—ﬂ:maX . (1114)

Il problema & risolto da un teorema, noto come lemma di Neyman-
Pearson, che afferma quanto segue.

Teorema 1.11.1: per ogni « la regione critica Q4 ,,
ottimale, ovvero soddisfacente (1.11.4), ha la forma

Irqo(z) = > Cq (1.11.5)

per quel valore di ¢,, se esiste, per cui e verificata la (1.11.3).

La funzione Ir4(z) si chiama likelihood ratio (rapporto di verosimiglian-
za) e rappresenta appunto il rapporto tra la likelihood secondo H4 e
quella secondo Hj, valutata nel punto x.

In effetti sia 4, la zona critica della forma (1.11.5), dove la costante
Cq © determinata della condizione (1.11.3) e sia Q4 , una qualsiasi altra
regione critica di grandezza «: allora

a = P{X €QualHo} = | Ly(z)dz =

QA,a

= P{X €O lH)} =] Loa)de. (1.11.6)

QA,O(
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Figura 1.11.1:
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Notando che valgono le relazioni (cfr. fig. 1.11.1)

QAoz:QAcz'QACz_F(ﬁAoz_QAoz)
o T et oA, oA 1.11.7
{ QA,a = QA,a : QA,a + (QA,a - QA,a) ) ( )

si vede che dalla (1.11.6) si ha

/ Ly(z)dz :/ Ly(z)dz . (1.11.8)
ﬁA,oz_QA,oc QA,a_ﬁA,a

D’altro canto

in [QA@ — QA,a]
in [QA@ — QA,a]

siha Lj>c,Ly

QA,a
Aa)¢ siha Ly <e,Ly,

C J—
C [Q

cosl che

/ﬁA,a_QA,a La(z)dz > / La(z)dx . (1.11.9)

QA,Q_QA,a

Usando ancora le (1.11.7), le (1.11.9) danno

/ L(z)dz > / L(z)dz
ﬁA,a QA,a

ovvero

P{X € QuolHat > P{X € QuolHa} (1.11.10)

il che dimostra appunto che la potenza di ﬁA,a e maggiore di quella di
Q40

Esempio 1.11.1: riprendiamo I’Esempio 1.10.3, ritrovandone la soluzio-
ne mediante il teorema appena dimostrato. Sia dunque
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Hy X = MNlup,0?] (02 nota)
Hy X =MNlpa, 0% (02 nota)
con fua > fo.

Formata la likelihood ratio si vede che

T;— 2
(\/%O')N exp {_Z( 2(72/“1) }
Ir 40 () = 1 { Z(xi—ro}

(V2ro)N eXp 202
2N — — N(p% — p?
:exp{ M(pa u2o)2 (1 uo)} _
o

Ne segue che la regione Q4 ., data dalla condizione (1.11.5), deve corri-
spondere a

M(pa — o) > (costante opportuna)

ovvero

perché py > pyo.

Ora la costante b, va determinata imponendo

P{M > b,|Hy} =« ,

ovvero

ba — Mo
— 7. 111,11
/YN (111.11)
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che coincide proprio con la (1.10.13).

Osservazione 1.11.1: come si vede dalla (1.11.1), la zona critica, M >
tto + Zo(c/v/N), non dipende da ji4, se non per il segno della disugua-
glianza, e dunque essa ¢ valida anche per una H, composta, H4(pus >
o). Al contrario, tale zona dipende da o, percio essa non costituirebbe
la soluzione nel caso considerassimo tanto Hy quanto H, composte, con
o come parametro di disturbo.

Osservazione 1.11.2: quando, come nell’Esempio 1.11.1, la zona critica
ottimale 24, non dipende dalla particolare ipotesi alternativa H4 (6 =
64), si dice che il test trovato & uniformemente piu potente.

In generale ricordando la definizione (1.10.12) si vede che ad ogni test
di ipotesi Hy(f = 6p), definito tramite le sue zone di accettazione €,
e le sue zone critiche Q4 , = [Q0,4]¢, si pud associare, una volta definita
un’alternativa H4 (0 = 0,4), la funzione di potenza

P{QA’CJHA} =1- B = pOow (9,4,0[) . (11112)

Questa funzione dipende in generale dalle due variabili #4 e o, ma e di
solito considerata per vari valori fissati di a come funzione di 0 4.

Ad esempio, riprendendo il caso dell’Esempio 1.11.1, dove le zone critiche
erano definite da

Qoo > m<by= /L0+Za0/\/ﬁ
Qua — m > by = pio + Zao/VN |

si vede che

pow (pa, ) = PAM > b, | = pa} = (1.11.13)

Naturalmente questa funzione e definita per ps > po e, come & ov-

vio, pow (pg,) = 1 — Fy(Z,) = «. La situazione & rappresentata
graficamente in fig. 1.11.2.
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Figura 1.11.2: Pow (pa, @).
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Il possibile uso della funzione di potenza sta nel giudicare il rendimento
di due diversi test, rispetto alla massimizzazione della potenza: infatti
tra due test preferiamo sempre quello che ha, a parita di «, funzione di
potenza maggiore.

Osservazione 1.11.3: ci si potrebbe chiedere, a prima vista, come mai
per ogni « fissato non si applichi il lemma di Neyman-Pearson e non si
trovi l'insieme critico ottimale ﬁA,a per ogni valore di 4. Ma si noti
che questo QA,Q per 'appunto dipende da # e quindi non puo fornire una
unica regione critica per Hj : solo quando ﬁA,a e lo stesso per tuttii 04,
si puo pensare che viene costruito un vero test per Hy e si ha allora il
test uniformemente piu potente.

Osservazione 1.11.4: come si sara notato fin qui si sono considerate
prevalentemente delle ipotesi alternative unilaterali, come 4 > po per
I’Esempio 1.11.1, per le quali e naturale trovare delle zone critiche ad una
sola coda come la (1.11.5).

Ci si puo chiedere se non si dia il caso in cui 'ipotesi alternativa H 4 sia
della forma

HA39A7AHO y XNfX(:L‘;Q) . (1.11.14)

Si puo osservare che in effetti questo caso e diverso da quello dei test
di pura significativita, in quanto seppure H 4 non specifica il valore di
(ipotesi composta), specifica pero il fatto che X appartiene alla stessa
famiglia parametrica (1.11.14). Cosi I’'Esempio 1.11.1 si potrebbe porre

z = Nu, o] (0? nota)
Hy  p#po-

Pensando anche solo a questo esempio si comprende pero che non si puo
piu invocare un criterio di massima potenza, perché l'esigenza di mas-
simizzare la potenza per p > po porta a un insieme d’accettazione di
tipo (1/N)>>X; < po + ca, mentre per p < po si trova all’opposto
(1/N)> > X; > g — ¢q. In casi come questi in cui vale una regola di sim-
metria della variabile campionaria su cui e basato il test, un ragionevole
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compromesso ¢ assumere una zona di accettazione simmetrica, dividen-
do il rischio « in due parti, ognuna di probabilita «/2, corrispondenti
alle due code che indicano le due possibili direzioni di allontanamento da
Hy. Cosi nell’Esempio 1.11.1 si prenderebbe, per verificare (1.11.15), un
intervallo

|(1/N)ZXZ _,U/0| < Ca/2 »

determinando poi ¢,/ in base alla condizione

P{(1/N)Y " X; > pio + capo| Ho} = /2 .

Come si vede si torna cosl in sostanza agli stessi test che avevamo cata-
logato come test di pura significativita.

1.12 Test con ipotesi alternativa e con parametri di
disturbo

Vi sono molti importanti casi in cui tanto Hy, quanto H, sono ipotesi
composte per la presenza di un parametro di disturbo, di valore non
specificato.

La teoria si fa qui piu complessa e noi svilupperemo completamente solo
un esempio significativo cercando di coglierne gli aspetti generali.

Esempio 1.12.1: sia XM la variabile campionaria di un campione
bernoulliano, normale

X = Np,o?] (1.12.1)

e si voglia sottoporre a test I'alternativa tra ipotesi

Hy  p=po
H, W= fia > o , (1.12.2)
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senza conoscere il valore di 0 (parametro di disturbo).

L’idea chiave e quella di andare a condizionare la likelihood ratio a su-
perfici tali che, almeno sotto Hy, la distribuzione di X sia indipendente
dal parametro di disturbo, o2 : questo & possibile farlo cercando una
statistica @, sufficiente per o2, per cui sulla superficie ) = ¢

Lig=q(; 10, 0%) = K (2; 10, q) (1.12.3)

indipendentemente da o2, per definizione di sufficienza.

Se ora, condizionato a () = ¢, possiamo trovare un test (ottimale secondo
il lemma di Neyman-Pearson) per l'alternativa (1.12.2) e se per caso tale
test non dipende da ¢, siamo arrivati ad una soluzione accettabile proprio
perché valida indipendentemente dal valore dato alla variabile condizio-
nante: se per di piu il test non dipende dallo specifico valore alternativo
it4, si dice che si ha un test similare uniformemente pit potente.

Limitandoci all’Esempio 1.12.1, si puo notare che sotto H,

Lo(z) = c- exp[—l/(202)|g - M0§|2]

€ = 111 ...1] ; @zJﬁ

Ie

cosl che la statistica sufficiente per o2 &

Q= [X — poel* . (1.12.4)

La superficie () = ¢ e percio una sfera dello spazio campionario, di centro
toe e di raggio (/g (cfr. fig. 1.12.1).
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Figura 1.12.1:
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Come si vede, su tale sfera, Ly = cost , cioe la distribuzione sotto I'ipotesi
H, ¢ uniforme e quindi la distribuzione condizionata dipende solo da ¢ e
non da o?2.

Valutiamo ora L4(z) sulla stessa sfera.

A tal scopo notiamo che (cfr. fig. 1.12.1)

lz — pael® = |z — poel* +2(x — poe) - e(po — pra) + (1o — pa)’le)* =
= ¢*+2VN/gcos 0o — 114) + N(po — pra)’

dove 6 ¢ I’angolo tra il vettore x — pgpe ed il vettore e, cosi che sulla nostra
sfera

L = N
Irao(z|@ = q) = % ~ exp {%(/Mx — ) cos B

Lo(z|Q
(1.12.5)
Ne deriva che l'insieme critico ottimale vincolato alla sfera Q = ¢ e
definito dalla relazione
Irao(z|Q =4q) > ca,
per la (1.12.5), considerato che pq > pp, € dato dalla calotta
0 <80,, (1.12.6)

per 6, opportuno. Poiché la distribuzione di # e ovviamente indipendente,
sotto Hy (cioe quando pu = pg), tanto da pys quanto da ¢, siamo in
presenza di un test similare ed uniformemente pilt potente. Le zone
critiche, date dalla (1.12.6), sono nello spazio campionario dei coni di
vertice pge e di semiapertura 6, : se il campione cade in una tale zona,
si rifiuta Hy, in caso contrario H, e accettata.

Occorre ora trovare la distribuzione di € o di una sua funzione.
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A tale scopo basta osservare che (cfr. fig. 1.12.1)

(M=) VN _
X — Me|
_ M — po _
T (Xi-M)?
VN
1 |M —M0|

— S
N -1 i

| cot 4]

pertanto, ricordando il Teorema 1.5.1, si vede che

VN —1lcotf =ty (t di Student a N — 1 gradi di liberta).

(1.12.7)
Di conseguenza l'insieme critico
0 <80,
puo essere riscritto come
VN —1cot > VN —1cotly, =Tin_1),a ,
OVVero
= ; Ho > ln-1),0 (1.12.8)
=

che corrisponde, fatto su una sola coda, al test di pura significativita
visto nel paragrafo 1.6.
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1.13 Test localmente piu potenti

Proseguiamo ’analisi della costruzione di test parametrici. Finora ab-
biamo visto 'utilita dell’uso del concetto di potenza ed abbiamo definito
i test uniformemente pitl potenti come quelli che rendono massima la
potenza rispetto a tutti i valori assunti dal parametro sotto ’ipotesi al-
ternativa H,. I test di questo tipo, pero, sono piu l'eccezione che la
regola, proprio perché la richiesta che una zona critica sia ottimale per
tutti i valori 84 e molto forte. Ricordiamo anche che un modo grafico
per valutare due test ¢ quello di paragonare le loro curve di potenza, a
parita di «, naturalmente. Il test che ha la curva piu alta e preferibile.

test 3

y

Figura 1.13.1:
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In fig. 1.13.1, ad esempio, si vede chiaramente che il test 1 e preferibile
al test 2, ma la situazione e diversa per il test 3 in quanto la curva di
potenza e in parte sotto e in parte sopra quella del test 1.

In molti casi tuttavia i valori alternativi 64 che piu ci interessano, e
quindi rispetto cui si vuole massimizzare la potenza, sono proprio quelli
piu vicini a #; : in questo senso possiamo dire che il test 1 e per lo meno
localmente (attorno a 6y) migliore del test 3.

Si noti che, com’e anche evidente in fig. 1.13.1, per tutte le curve di
potenza e sempre

pow (6p, ) = P{X € Qu 0|04 =6} =0, (1.13.1)

cosli che, per « fissato, tutte le curve di potenza devono partire dal punto
0, @).

Cerchiamo ora di formalizzare questo ragionamento grafico. Se ci limi-
tiamo ad una ottimizzazione di tipo locale possiamo dire che cerchiamo
quella curva di potenza

pow (HA;CY) = P{X € QA,a|9 = HA} = L(g; 9,4)61@ , (1.13.2)

QA,O(

che passa per (fy,«), ovvero soddisfa (1.13.1), per cui & massima la
pendenza in 6,

9, OL(z,0
EPOW (04, )]94=0, = /QA,a %d@ = max . (1.13.3)

In definitiva si tratta di trovare €24, che rende massimo il funzionale
(1.13.3), sotto la condizione

/ L(z, 00)dz = o . (1.13.4)
QA,a

Questo problema e formalmente identico a quello risolto dal lemma di
Neyman-Pearson e quindi ha la stessa soluzione, cioe {14 , € I'insieme in
cui vale la relazione
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2 L(z; 6,)

- 1.13.
L(z:00) —°© (1.13.5)

dove ¢, ¢ definito poi dalla condizione (1.13.4).

Si puo notare anche che la condizione (1.13.5), introducendo la variabile
(cfr. Quaderno n. 2, paragrafo 1.7)

U(z;0) = 0glog L(z;0)
puo essere riscritta come

Ul(z;0y) > cq - (1.13.6)

Il richiamo non & puramente formale, in quanto la v.c. U(X;6y), sotto
Iipotesi # = 6y, ha una serie di proprieta note: in particolare ricordiamo
che (cfr. Quaderno n. 2, paragrafo 1.7)

B{U(X, 00)|0 = 6o} = 0 (1.13.7)
o {U10 = 6} = —E{9pU(X;6,)|0 = 6o} = Z(6y) -

Inoltre, per campioni numerosi, sappiamo che, per il teorema centrale, U
e asintoticamente normale

U ~ N[0, Z(6)] (1.13.8)

cosl che, seppure in forma approssimata, la costante ¢, e determinata
dalla relazione

Co ™ Za I(H()) .

Pertanto il test localmente ottimale cercato ¢ basato sulle zone critiche

74



U(z,6y) > Zoa/Z(by) - (1.13.9)
quando la (1.13.9) e verificata H, e rifiutata, contro 'alternativa
H4(04 > 6y) ; in caso contrario Hy & accettata.

Osservazione 1.13.1: qualora si volesse calcolare la potenza del test
(1.13.9), si puo notare che per definizione di potenza e per definizione di
QA,on si ha

pow (fa;0) = P{X €Qaul0 =04} = (1.13.10)
= P{U(X;60) > Zo/I(0y)]0 =04} :

d’altro canto, in prima approssimazione, posto 66 = 0, — 6,

UX;0) = U(X;04)—080 0U(X;04) =
U(K, 9,4)4—(591-(914) . (1.13.11)

12

Ma quando @ = 6, , U(X;0,) ¢ asintoticamente normale e piu precisa-
mente

U(X;04) ~ N[0,Z(04)] :

pertanto, con l'approssimazione (1.13.11), si puo asserire che, quando
vale H,

Ne deriva che

pow (04,0) ~ P {z > Za) /;(ZO)) - 59\/1(9@} o (L13.13)

I6)




7 indicando al solito la normale standard.

Si puo notare che tale funzione, benché approssimata, soddisfa corretta-
mente le seguenti proprieta

- pow (0y, ) = «

-pow (04,0) = 1 quando 64, e quindi 66, tende a 400

-pow (04,c0) > 1 per N — 400, perché Z(f) = 0(N) e l'argo-
mento di (1.13.13) quindi va come —0(v/N).

1.14 Decisione tra alternative

Fino ad ora abbiamo considerato l'ipotesi alternativa H 4 come una dire-
zione lungo la quale ci si deve chiedere se ci si allontana da Hj: 'idea di
massimizzare la potenza e la teoria che ne deriva traduce esattamente 1’e-
sigenza di cautelarsi col test contro un ben preciso tipo di allontanamento
da Hy. Tuttavia il test col suo insieme di accettazione nella forma

non esprime affatto una scelta tra Hy e Hy, proprio perché la potenza,
anche se massima, puo essere bassa.

Infatti, si consideri il caso di una famiglia N[y, 1] con alternativa

Hy pp=0
HA /'LA:()a]- :

fissato ad esempio o = 5%, per un campione di numerosita 16, si ha
accettazione di Hy nell’intervallo per la media campionaria.

m S (1/4)Z0’05 = 0,4]_ :

ma naturalmente se esce una media campionaria m = 0,1 questa non
puo essere presa come indicazione che Hj e giusta ed H,4 sbagliata; in

76



effetti possiamo dire solo che il valore empirico m = 0,1 non & cosi
significativamente diverso da zero, in direzione di u4 = 0,1, da poter
dire che Hy va rigettata col livello di significativita del 5%.

Naturalmente questa situazione e resa evidente dal fatto che il test risulta
assai poco potente, in quanto

pow = P{m > 0,41|p=0,1} = P{Z > 1,24} = 10, 75%

Vogliamo ora pero risolvere un problema diverso, cioe quello di scegliere
tra le due ipotesi Hy ed H 4.

Possiamo fare cio basandoci sempre sulla teoria della likelihood ratio,
ovvero sulla variabile U: a tale scopo considereremo un test, basato su
un valore di discriminazione D, per cui

Irap <D S? scegl%e H, (114.1)
Irap > D sisceglie Hy .

Naturalmente in questo approccio sarebbe necessario conoscere la distri-
buzione di Ir4 o(X) sotto varie ipotesi. L’impresa ¢ ovviamente ardua in
termini generali, tuttavia se ci si accontenta di risultati asintoticamente
esatti, per N — 00, si puo notare che

_ L(X;04) OpL(X;00)
ol = Ty~ T g e
= 1+ 60U(X;0,) (1.14.2)

e, come si e gia visto nel paragrafo 1.13, si ha il risultato distribuzionale
approssimato, quando 6 = 04

U(X;6p) ~ N[0OZ(04),Z(64)] - (1.14.3)
Fissiamo quali sono le variabili che entrano in gioco:

N = numerosita del campione con cui si esegue il test
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D = valore discriminante tra le due ipotesi
0y = valore di # secondo l'ipotesi H,
0, = valore di 6 secondo l'ipotesi H 4

« (rischio di primo tipo) = P{scegliere Hy quando & vera Hy} =
= P{U(X;6y) > D[ = 6o}

B (rischio di secondo tipo) = P{scegliere Hy quando & vera H,} =
P{U(X;6y) < D| =04}

In base alle definizioni e supponendo di poter usare (1.14.2) e (1.14.3), si
vede che tra le varie grandezze devono sussistere due relazioni

D = Z,\/Z(6) (dalla definizione di «) (1.14.4)
D =1(04)00 — Z3\/Z(04) (dalla definizione di f3) o
notiamo che N appare implicitamente, in quanto
I(0) = B{-0U(X;0)} = B{-0;log L(X;0)} =
N E{-0;log f(x;0)} (1.14.5)
e ricordiamo anche che
00 =04 —06 . (1.14.6)

Mediante le (1.14.4) (1.14.4) due delle grandezze in gioco possono essere
ricavate dalle altre; a seconda della scelta delle variabili si hanno problemi
con vari significati statistici, illustrati nei seguenti esempi.

Esempio 1.14.1: dati 6y, 04, a, N trovare D, (3; & essenzialmente il pro-
blema che abbiamo trattato finora, in cui D & calcolato puramente in base
a a e invece (3, e quindi la potenza (= 1 — (3) & calcolata di conseguenza.

Esempio 1.14.2: dati 0,04, N, D trovare «, 3; si mette ’accento su
una scelta a priori di D, ad esempio D = (1/2)(6y+604) cosi che si hanno
uguali rischi di I e II tipo; a e 3 vengono calcolati di conseguenza.
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Esempio 1.14.3: noti 0y, N, a, § trovare D, 0 4; I'accento e sulla sensibi-
lita del test, ovvero sulla possibilita di discriminare un’ipotesi alternativa
04 quanto piu possibile vicina a f, fissati i rischi di I e II tipo.

Esempio 1.14.4: dati 0y, 04, o, 3 trovare N, D; ’accento & sulla nume-
rosita del campione necessaria a discriminare tra due ipotesi 6y, 04 fissate
con rischi di I e II tipo dati.

1.15 Cenni ai metodi non parametrici per i test di
ipotesi

Talvolta la mancanza completa di informazioni sulle distribuzioni da cui
si estraggono i nostri campioni puo spingere alla ricerca di formulazioni
di test che prescindono completamente dalla distribuzione sottostante e
percio chiamati test non parametrici o distribution free.

Ci metteremo qui nell’ipotesi semplice di due campioni bernoulliani x4, xo,
ed analizzeremo il problema di confrontare le medie di X ed Y, suppo-
nendo che

Xi~ fx(@i—0) 5 Yi~ fx(y) (1.15.1)
cioe che X e Y siano tratte indipendentemente da distribuzioni con la

stessa forma, ma si sospetta che le X possano avere una media diversa
dalle Y’; si cerchera percio di testare 1'ipotesi semplice

Hy : 6=0. (1.15.2)

L’idea di base con cui si opera e quella di unire z1...2,,y1 ... Yy, in un
unico campione {v;} di numerosita N = ng + ny

UVl =T, Vg =g, ...VUp, = T,y Unite1 = Y1+ UN = Un, (1.15.3)

osservando che se Hj e vera, questo € un campione bernoulliano tratto

dalla distribuzione incognita fy(v); ma allora estraendo da {v;, i =

1...N}, ny elementi a caso, (proprio come nell’estrazione da un’urna
senza rimpiazzo) dovremmo ottenere un campione con caratteristiche
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statistiche completamente analoghe al campione {z;, i =1...ny} che ci
apparira cosl come una tra molte possibili scelte, tutte equiprobabili.

Cosi disponendo ad esempio di un algoritmo automatico di ricampiona-
mento si possono estrarre molti sottocampioni {V,, ;i =1,...n;} a caso
e studiare ad esempio la distribuzione della statistica

= — 1.15.4
L 2 ( )

ricostruendone empiricamente la forma; cosi si potranno determinare le
= inf = sup 1ol

code 77 < Va/2, vy > Va/z, che portano una probabilita totale «, e se

risulta

e /2

. 1 &
inf - . sup
\% o ST = _m ;:1 r; <V (1.15.5)

accetteremo Hy, in caso contrario lo rifiuteremo.

Osservazione 1.15.1: potrebbe sembrare che, volendo confrontare la
media delle X con quella delle Y, sarebbe piu sensato costruire una
statistica del tipo

1 1
Vil — Uy = n—l vai - n—2 Unj (1156)

i=1 j=1

dove n = {my...nn2} & il vettore di indici che rimane da {1, 2,...N}
tolto {wy ...wp1}. In realta, poiché i valori {v; ; i =1... N} sono fissati,
la statistica (1.15.6) & direttamente funzione di 7; ; infatti, posto 7 =

/NN v, si ha

1
@1 — @2 = 61 - —(N@ - nﬁl) y (1157)
no

che e appunto funzione di 7y, in quanto v e costante.

Ora notiamo che il procedimento delineato richiede un notevole lavoro di
calcolo, che aumenta assai rapidamente al crescere di n; e nsy ; € naturale
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pertanto chiedersi se non sia possibile trovare una qualche distribuzione
approssimata per la statistica 7;. A questo proposito, anche data la
forma di vy, ci si puo aspettare che valga un’approssimazione normale;
in effetti si puo vedere che questa e sensata se n; e ny, non sono troppo
diversi tra loro, ovvero se Ini=na 4 piccolo. In questa ipotesi il problema e
essenzialmente quello di trovare la E{7, } e la 0®(7;); osserviamo che nella
(1.15.4) I'elemento stocastico ¢ la scelta del vettore w = {w; ... wy, } che
varia su tutte le L = N(N—1)... (N —n;+1) possibili scelte, considerate
tutte equiprobabili. Dunque le estrazioni w sono un insieme numerabile

i cul elementi indicheremo con

wt={wf,...wl} , ¢=1,...L. Maallora

=1 =1
131 &
= —> =) .. (1.15.8)
L L —

Ora, tra tutte le estrazioni w, vi sono ad esempio quelle per cui w! = 1,
quelle per cui w! = 2 e cosi via. E chiaro per motivi di simmetria che
queste sono tutte altrettanto numerose e che ad esempio le w per cui
wf=1sono (N—1)-(N—-2)...(N—n;+1)=L/N.

Quindi la (1.15.8) diventa

ni N L
E{@l} - %Z%Zﬁvk:

1=1 k=1
ni N
1 1
— —E —E v =7. 1.15.9
L3 Ry (N k=1 k) ( )

In modo perfettamente analogo si puo calcolare

o*(vy) = E{ —v)*} = (1.15.10)
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N
= v — )
—lNkz:; F

%) 1 2
nlN—l

2

essendo s = (1/N) E vx — 0)? la varianza campionaria completa.
k=1

Quindi ora un test puo essere ricavato, al solito, con la relazione appros-
simata

v — U

n2 5

nl(N—l)

~Z7 (1.15.11)

Osservazione 1.15.2: un’idea sostanzialmente equivalente, ma assai
comoda nella costruzione del test, e di passare dal campione originario
{v; ; i=1,...,N} al cosiddetto campione dei ranghi {R; ; i =1,...N};
notiamo che il rango R; e il numero d’ordine di v; quando il campione
venga riordinato in ordine crescente. Cosi ad esempio al campione {v; =
1, vg = —1, v3 = 4, vy = 2}, che riordinato diventa {vy, vy, vy, v3},
corrisponde il vettore dei ranghi {R; =2, Ry =1, R3 =4, Ry = 3}.

Come si vede, il vettore dei ranghi contiene tutti gli interi da 1 a N. La
comodita di usare R = {R; ; i =1,2... N} invece di {v; ; i=1...N},
sta nel fatto che per R sono fissati i valori

1 N+1 N+1 N2 1
R:NZ: ZR2 < >_ 12

(1.15.12)
cosi che la (1.15.11) diventa direttamente
B, _ Nl
2 7. (1.15.13)

[na N+1
ny 12
Esempio 1.15.1: siano dati i due campioni
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21 =1,98 79 = 0,94 23 = —0,51 24 = 1,01 x5 = 2,22 75 = 1,99
yi=—1,02 9 =1,62 93 = 0,25y, = 0,15 y5 = —1,67

tratti rispettivamente da una N[0,8 ; 1] e da una N[0 ; 1]. Ci si chiede
se la media del campione X e significativamente diversa da quella del
campione Y al livello di significativita o — 5%.

Per prima cosa uniamo i due campioni in uno solo, di 11 elementi, e
costruiamo il corrispondente vettore dei ranghi

1 2 3 1 5 6

1,98 094 -0,51 1,01 222 1,99

R = 9 6 3 711 10
7 8 9 10 11

1,02 1,62 025 0,15 -1,67

R = 2 8 5 4 1

<

<

Ora usando la (1.15.13) si trova che il valore sperimentale della statistica
e

Notiamo che se Hy : ux = py, senza alternative preferenziali risulta

|Zsp| < 207025 = 1,96

e quindi Hy va accettata (non puo essere rifiutata), mentre se avessimo
posto la questione se pux > puy, si sarebbe avuto

Zsp > 207025 — 1, 645
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ed H, sarebbe stata rifiutata.

Si noti che se invece della (1.15.13) si fosse usata la (1.15.11) si sarebbe
trovato

Zyy = 2,145

che e diverso dal precedente, ma non di tanto.

Osservazione 1.15.3: il metodo usato per confrontare pyx e py tra-
mite la (1.15.13) puo essere facilmente generalizzato al confronto fra
le dispersioni dei due campioni; bastera infatti in questo caso sosti-
tuire nei campioni {x;, i = 1...ny}, {y; , ¢ = 1...ny} i campioni
{lz; = my|, i = 1...n1}, {lyi — my|, i« = 1...n2} che poi potranno
essere uniti e trasformati in un vettore di ranghi R. Applicando a questo
vettore la (1.15.13) si potra poi sottoporre a test l'ipotesi che i ranghi dei
due campioni siano uguali, contro quella che siano diversi, ad esempio
R, > R, che indicherebbe una varianza maggiore di X rispetto ad Y.

84



2 L’inferenza per le stime della teoria dei
minimi quadrati

2.1 Risultati distribuzionali per campioni normali

In questo paragrafo ci prepariamo i risultati di base che ci serviranno nei
prossimi paragrafi per svariate applicazioni.

Fino ad ora la teoria dei minimi quadrati e stata svolta indipendente-
mente dalla distribuzione della variabile campionaria Y (vettore delle
osservabili). Naturalmente, se vogliamo dedurre risultati distribuzionali
per le stime ottenute con la teoria dei minimi quadrati, occorre fare un’i-
potesi di partenza sulla distribuzione di Y: noi supporremo, d’ora in poi
e per tutto questo capitolo, che

Y =Ny, 05Q] . (2.1.1)
Inoltre rimarremo sempre nell’ambito dei modelli lineari, poiché la teo-
ria generale per i modelli non lineari ¢ troppo complessa ed incompleta:
naturalmente le nostre conclusioni potranno valere, sia pure in forma
approssimata, per quei modelli non lineari che pero nel dominio di mag-
gior densita di Y sono ben approssimati mediante equazioni linearizzate.

Inoltre, per semplicita e data I'importanza del caso, ci riferiremo sempre
al modello parametrico

y=Axr+a. (2.1.2)

Premettiamo un lemma sulle variabili normali in R".

Lemma 2.1.1. sia, (V. € R"), V. =N[0,C] e sia
R* =V g V? (dim V' = n;, ny +ny = n)

una decomposizione di R" in due varietd complementari C~!-
ortogonali, ovvero sia
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v €V, w, €W, (2.1.3)
§T07122 = 0 )

allora, data la decomposizione della v.c. V.

V=V,+V, (VieV', Vhe)V? (2.1.4)

si ha che V, e V, sono variabili normali stocasticamente
indipendenti e per di piu

Kfcilzl = X?Ll
K;Cilz2 = X?m )

cosi che dalla decomposizione (pitagorica)

(2.1.5)

ViCTWV, +VECTWV, = VoY

si ricava anche la nota legge di decomposizione delle x? indi-
pendenti

Per comprendere il lemma basta pensare che V' puo essere considerata
come generata da una Z € R" normale standardizzata

v=ct?z |, z=N][01I]. (2.1.6)
Inoltre ci saranno due varieta U, U2 nello spazio delle Z, tali che

z=z1+2, , z €U | z,€U?

(V' =t | v = oY) . (2.1.7)

Notiamo che in conseguenza della (2.1.3) si ha

o A =12o—1)2, o p—l
2112—210 C 22—210 22—07
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ciot U' e U? sono varietd ortogonali complementari dello spazio R" in
cui Z e normale standardizzata. Ma allora esistera una scelta di assi per
cui

21 21 0
z zZ 0
2= " - Onl + =2z + Z9
Z(n1+1) Z(ni+1)
Zn 0 Zn

con z; € U', z, € U?. Da qui appare ovvio che z; ¢ stocasticamente
indipendente da z, perché

1 e 2tz — 1 o 21 21 1 o 23
n - n1 n2 9
V2T 2T 2
ed anche che
1 2 2 2
gikgl = QTC QIZZ —|—+an :an
+ 41 .2 2 _ .2
2529 = v3C Vg = Zp g1 T -T2 = Xy »

c.v.d.

Osservazione 2.1.1: applicando ripetutamente il Lemma 2.1.1 si ha che
piu in generale, alla decomposizione

R'=V'aoV*®...0V (dimV'=n, , n+...+n,=n)
Q:Q1_+Q2+---+ﬂp
v, eV, ufCly;=0

ed alla relativa decomposizione pitagorica
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vtCly=vC 1y, +.. .+ Q;;C’*lyp (2.1.9)

corrisponde una decomposizione della v.c. ¥V = N[0, C] in p componenti
V.(i=1,...,p) stocasticamente indipendenti, tali che

VIioTW, = xq, (2.1.10)

cosi che la (2.1.9) rappresenta la regola di composizione di x? indipen-
denti.

Osservazione 2.1.2: se anziché usare la matrice di covarianza C' si usa
una matrice proporzionale () nel definire la () !-ortogonalita, I'indipen-
denza continua a sussistere ed il risultato (2.1.10) diventa

V;'_Qilvi - 0-2 EL
{EV*Q_—IV. _ U%i;_ (2.1.11)

Sulla scorta del Lemma 2.1.1 e assai semplice provare il basilare teorema,
che segue.

Teorema 2.1.1: sia dato un problema di m.q.

y=Ar+a , y=E{Y} (dim y = n, dim x = m)
Yy(osservazioni) , Cyy = 02Q
e siano

NTATQT (Yo —a) (N =A7Q7'A)
Ai+a (2.1.12)
U = Yy—Az—a=Yy,—79

=>
Il

<<
Il

rispettivamente le stime (corrette) di (x,y) ed il vettore degli
scarti delle equazioni: allora

& =MNz,0f N7
g =Nly,ocg AN"1AT] (2.1.13)
U =N[0,02(Q — AN"'A%)]
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inoltre (&, §) ed U sono stocasticamente indipendenti e risulta

G-y9)"Q (1 —y) =
= (2 —2)"N(E — ) = 03X, (2.1.14)
UtQ™'U = o3x2_,, (2.1.15)

le due forme quadratiche essendo tra loro indipendenti, cosi
che & anche

+M—1 2
5’2_UQ U: 09 2

0 n—m n—m "™

(2.1.16)

con of in particolare indipendente da z.

In effetti & sufficiente osservare che le (2.1.12) definiscono trasformazioni
lineari del vettore Y per poter asserire che z, 7y, U devono essere a loro
volta normali: le (2.1.13) poi discendono dal paragrafo 2.4 del Quaderno

2 e in particolare dal fatto che z,7y sono stimatori corretti e dalla
conoscenza delle loro matrici di covarianza.

Inoltre, proprio in base al principio dei m.q., si puo scrivere la decompo-

sizione

Y—y=Y—-g+9—y=U+(g—y)=U+ Az — x)

7
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notando che essa corrisponde alla decomposizione

R"=V+V (dimV*=n—m, dimV =m)

dove V¢ & Q™ '-ortogonale a V' (infatti
AYQTIU = A* Q' (Yo — a — A#) = A*Q' (Y — a) — Ni = 0).

Per il Lemma 2.1.1 si ha allora che U e § — y sono stocasticamente
indipendenti e altrettanto deve essere per U e z, essendo quest’ultimo
fissato in modo univoco da y : sempre per il Lemma 2.1.1 valgono le
(2.1.14) e (2.1.15). Si puo osservare che I'indipendenza stocastica di U e
& ¢ coerente col fatto (cfr. paragrafo 2.4 del Quaderno n. 2) che Cyz = 0.

2.2 Verifica della correttezza del modello determi-
nistico

Ci proponiamo di sottoporre a ipotesi la correttezza del modello deter-
ministico

y=Ar+a, (2.2.1)

in particolare contro I'ipotesi che anziché conoscere il vettore a esatto si
conosca erroneamente a + da, dove da rappresenta un vettore costante di
errori sistematici o bias.

Osservazione 2.2.1: questo tipo di test ¢ importante quando si so-
spetti che tra i valori osservati Y;, qualcuno non segua la legge prevista
dal modello (2.2.1) perché nel processo di osservazione si & verificato un
evento imprevisto: si ha cosi per Yy un valore che sta al di fuori della
popolazione prevista (in inglese “outlier”).

Osservazione 2.2.2: nel caso che vi sia il sospetto di un errore sistema-
tico nella matrice disegno A, ci si puo ancora ridurre al test sul termine
noto a, qualora sia nota una stima approssimata attendibile Z. Infatti in
tal caso si puo porre
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y = (A+6A)z+a=Af +a+ AF +6AT +0AE  (2.2.2)

cosi che, considerando § A£ come infinitesimo del 2° ordine che puo essere
trascurato, si puo interpretare la (2.2.2) come

y=Af +d +da ,
con

ad = a+ Az
da = O0AZ (costante).

Per prima cosa vogliamo vedere quale sia ’effetto di sostituire a con a+da
sulla stima di 62.

In effetti, poiché

U=[I— AN A*Q|(Yo — a) = L(¥y —a) ,
sbagliando a di da si sbagliera la stima di U di una quantita

oU = —Léa . (2.2.3)

Corrispondentemente la stima di 63 risultera

1

6 = ——U+)'Q (U +dU) =
1

= ——{UTQTU+ QO +0UTQ U} (2:2.4)

anziché avere il valore corretto
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1

n—m

UtQ'u . (2.2.5)

5 =

Poiché la (2.2.5) da uno stimatore corretto di o7, si ha dalla (2.2.4)

2 1
E{63} = oy + ——B{UQ7'6U} + ——B{5U'Q7'oU}, (2.2.6)

ma dalla (2.2.3) si vede che JU & un vettore costante, cosi che

E{UTQ U} = E{U"}Q '(~Léa) =0

e poiché, essendo () definita positiva,

E{UTQ'6U} = 6a*LTQ " Léa > 0

dalla (2.2.6) si deduce che in media

E{63} > op . (2.2.7)

Si potrebbe anzi dire pill precisamente che, quanto piu la componente
Q~'-ortogonale a V di da & grande, tanto piil si gonfiera la stima di o?
rispetto al valore corretto.

Naturalmente la componente di da parallela a V', esprimibile nella forma

5a|| = Ac s
avra come unico effetto di produrre un bias in Z, senza variare il vettore
degli scarti U.

Sulla base del risultato (2.1.16) e vista la (2.2.7), si puo istituire il se-
guente test:
fissata l'ipotesi Hy : 02 = 72, si calcola la stima 62 e se Hy & vera
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)
o

(n— m)_—0 =y
O_g 0,n—m

¢ un’estrazione da una v.c. x% a n —m gradi di liberta; fissato percio un
livello di significativita o del test ed il relativo valore critico X ,_,, (cfr.
fig. 2.2.1) si verifica se

/ 64

/
/ WW’HW [T -

| X2

a,n—m

Figura 2.2.1:
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{X%,nm <X§,nfm — sl accetta H (2.2.8)

X%,nfm >Yi,nfm — sirifiuta Hy .

Osservazione 2.2.3: come si e gia notato il test e efficace contro la
presenza in a di un bias da, Q~'-ortogonale a V', perché la componente
parallela a V' non modifica U e quindi neanche la stima &3.

Osservazione 2.2.4: il test sul 62, qualora H, vada rifiutata, non ci
dice ancora quali componenti di a, ovvero di Y, siano affetti da erro-
ri sistematici. Questo e particolarmente importante perché, quando si
sospetti che solo in poche equazioni, piu spesso in una sola, siano pre-
senti outliers, se queste possono essere identificate € possibile scartarle e
ottenere cosl una stima piu attendible del vettore dei parametri x.

Indichiamo in breve il procedimento adottato nel caso piu comune, nel
quale si sospetti la presenza di un solo outlier.

In primo luogo si costruisce il vettore degli scarti normalizzati

Us

v = (2.2.9)
\/Qii - (AN—1A+)ii
in base alla (2.1.13), se non ci fossero outliers dovrebbe essere
v; = N0, 07 , (2.2.10)

cosl che se invece si sospetta che un outlier sia presente, ¢ ragionevole
aspettarsi che questo corrisponda al massimo dei v;.

Per verificare tale ipotesi si riduce il sistema di equazioni d’osservazione
eliminando '’equazione sospetta: supponiamo per semplicita che essa sia
I'ultima e riscriviamo le (2.2.1) in forma partizionata

Yin-1) = Am—1)T + a(n-1)
{ A (2.2.11)

con R corrispondente all’'ultima riga di A ed a, all’ultima componente
del termine noto in cui si sospetta la presenza dell’outlier.
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Basandoci solo sulle prime n — 1 equazioni (presumibilmente corrette) si
stima x ottenendo il vettore

N -1 -1 -1 -1
L(n-1) = (Aé;Lfl)Q(nfl)A(nfl)) AaA)Q(nﬂ)(Y(L(nfl)_a(nfl)) , (2.2.12)

che non ¢ influenzato dall’eventuale outlier presente in a,. Se la (2.2.12)
e corretta, vale

_ 2a7—1
Ciuaryitn-n) = 00 N1y -

Ora conviene porre un’ipotesi semplificativa, supponendo che le com-
ponenti di Y, siano tra loro incorrelate, cosi che in particolare Yj, &
indipendente dalle altre.

Cio detto formiamo il vettore

Yon — (Rf(n,l) + an) =W, , (2.2.13)

ed applichiamo la legge di propagazione degli errori supponendo che valga
'ipotesi Hy(a, ¢ giusta). Si ha allora

E{Wn} = E{Y(jn — (Ri%(n—l) + an)} =0
o> (Wy) = 05Qun + RC; R = 03(Qun + RN |,RY) .

(n=1)&(n-1)

Poiché W,, e normale, essendo funzione lineare di variabili normali, quan-
do vale Hy si deve avere

Wi
00y/@un + RN\ R

=7, (2.2.14)

mentre se a,, ovvero Yy,, contiene un errore ci aspettiamo un valore
significativamente diverso da zero di W),.
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Pertanto la (2.2.14) & adatta a verificare Hy, almeno se si suppone di
conoscere oy : fissato un livello di significativita «, se risulta

Wl
0o/ @un + BN )R

< Zap (2.2.15)

H, e accettata, in caso contrario si ritiene W,, contenga un outlier e la
n-esima, equazione viene scartata.

Si osservi che la (2.2.15) corrisponde ad un disegno del test su due code.
Infine se invece di un valore noto a priori og dobbiamo utilizzare il valore
stimato ¢y, usando il Teorema 2.1.1. vediamo che

(n —-1- m)a—g = O—SXiflfm

ed inoltre sappiamo che 62 ¢ indipendente da #,_; ; se poi teniamo conto
che 62 dipende da Yon—1 che e indipendente da Yp,, dalla definizione
(2.2.13) comprendiamo che &3 ¢ indipendente da W,,. Ma allora si potra
scrivere

W

=ty 1m (2.2.16)

che, sostituendo la (2.2.14), permette di eseguire il test per Hy.

Esempio 2.2.1: sia dato il modello lineare

U1 1 2

_ _ 1Y _ _ -1
y=Ar+a Yy = " , A= 1 ,x=lz], a= 5
Ya -2 -1

e si supponga di aver eseguito la osservazione di ¥,

Yot=[31 —-22 1,7 —208]
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valga inoltre il modello stocastico Cyy = o21.

Sapendo, sulla base della conoscenza del processo di osservazione, che
o ~ 0,2, si vuole verificare la correttezza del modello (2.2.16).

La stima di Z e data da

1,1
&= (1071 2 —1 — 2] —L2h_ 0,36
-1,3
-1,8
ed il corrispondente vettore degli scarti e
Ut =10,74 —1,92 —0,94 —1,08] .

La stima di 67 &

3— = 156,75 estrazione da x*(v = 3 gradi di liberta).

D’altro canto al livello & = 1% ed a 3 gradi di liberta

Xgo,gg) =11,3

percio l'ipotesi di base va rifiutata.

Per decidere in quale equazione puo essere presente un outlier calcoliamo
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o —0009 ;. ol —0006 ; 033—0009 ; 034—0006

e quindi gli scarti normalizzati

v1/+/0,9 0,78

v9/+/0,6 —2,48 | < sospetto outlier.

Y7 uy/v0,9 | T | —0,99
v4/1/0,6 ~1,39

Eliminiamo la IT equazione e ripetiamo la compensazione: risulta

U+U

= 0,07 .

contro un valore critico di x? per a = 1%, oppure o = 5%, v = 2 gradi
di liberta

H, va percio accettata, e pare che 'outlier sia stato eliminato.

Per avere una conferma calcoliamo

W=Yp-(28—-1)=-22-(2-1—-1)=-3,2 :
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per la legge di propagazione degli errori

2
o*(W) = o} + 403 :0§+4% =0,117.

Se W fosse a media nulla (Hy)

W
a(W)

= —9,368

sarebbe un’estrazione da una t di Student a 2 gradi di liberta; con o =
5%, taj2 = 4,30 e I'ipotesi Hy va rifiutata a quel livello di significativita.
Si noti anche che per a = 1%, v = 2 si avrebbe ¢,/ = 9,92 per il quale
il valore diventa appena accettabile.

2.3 Test sui parametri

Vogliamo risolvere il seguente problema:

sia. z il vettore dei parametri stimati in un problema di
m.q. e sia Cy; = 02N ~! la corrispondente matrice di cova-
rianza; fatta un’ipotesi Ho(z = T) sui valori delle componenti
di x, vogliamo decidere ad un livello di significativita « as-
segnato se Hy ¢ plausibile oppure se il vettore stimato Z sia
significativamente diverso da .

1l problema & assai semplice se si suppone di conoscere og. Infatti, usando
la (2.1.14), se = T(dimxz = m) si ha che (cfr. Osservazione 17.6 nel
Quaderno n. 1)

(@2-72)"C (i —T=0,2(2—T)"N@E —-7) =3, : (2.3.1)

TT

la (2.3.1) e perfettamente adatta a valutare l'ipotesi Hy, in quanto se Hy
e giusta, il valore empirico
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05 (& —T) N (@ - T) = x5

¢ un’estrazione da una y? a m gradi di libertd e quindi puo essere
confrontata con il valore critico x2, decidendo che

X2 < x%2 — Hy ¢ accettata

Xg > X2 — Hp e rifiutata. (2.3.2)

In effetti e facile vedere che, se T e diverso da x, vero valore medio di z,
la forma quadratica (2.3.1) tende a gonfiarsi in media

E{(@ -7)*N(@E -7)} = E{(@-2)"N@E-2)}+

+ 2B{(z—2)*N(x —7)} +

+ E{(x—7)"N(z—-7)} =

= F{(z—2)"N@—-2)}+@T—2)"NZ—12) >
> E{(z—2)"N(@ —2)} = mop .

Se invece of ¢ incognito, si potra sempre usare la (2.1.14) insieme alla
(2.1.15) riscritta nella forma

2
Al m ) ING =) = Ug@m (2.3.3)
1 7+ —177 — 22 _ 2 Xn—m_ | o
—U"Q U—Jo—aon ol

ricordando che le due forme quadratiche (2.3.3) sono stocasticamente
indipendenti, dividendo membro a membro si trova:

= Fopem - (2.3.4)

~ 2 5

Dunque il valore campionario (empirico) della funzione (2.3.4) puo essere
confrontato con il valore critico F,, di una F' di Fisher a (m,n—m) gradi
di liberta: se vale Hy(x = T)
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_ 1/m(i —T)*N(@ - 7)

)
o)

Fy

deve essere minore di F,, con probabilita (1 — «), mentre se Hy ¢ falsa,
Fy tende ad aumentare, percio

Fy > F, — rifiuto Hy . (235)

{ Fy, < F, — accetto Hy
Osservazione 2.3.1: spesso si richiede di sottoporre a test una parte
soltanto del vettore x, cioé una o pit componenti.

Sia P la matrice che estrae dal vettore x, le r componenti volute, forman-
do un nuovo vettore ridotto £&. Ad esempio, se dim x = 5 e si vogliono le
componenti 2 e 5 solo (dim & = r = 2), si ha

4o
o)
a0 1000 B
&= s _‘0 00 0 1‘ ﬁg = Px . (2.3.6)
4
Ts

Si noti che se Cj; ¢ la matrice di covarianza di &, PCy; Pt ¢ la matrice
di covarianza di &: nel caso illustrato in (2.3.6) si ha

022 025

052 055 (Czk = Cov(a:ixk)) . (237)

L _pt
C¢e = PCyuP™ = ‘

Poiché Cz; = 02N ~1, per £ = P# varra allora la relazione

(1/00) (€ = )T (PNT'PT)HE—€) = X2 (2.3.8)

E bene notare che (PN ~'P*)~! & una nuova matrice r-dimensionale, che
va appositamente calcolata, e non coincide affatto con PNP™.
Usando la (2.3.8) e la (2.1.15), posta 'ipotesi Hy(£ = ), si puo calcolare

il valore campionario
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(1) E=DHPNPH €D

= F, (2.3.9)

che quando Hy & vera & un’estrazione da una F' di Fisher a (r,n — m)
gradi di liberta

Fo~ Frp_m . (2.3.10)

Si avra allora, usando il valore critico F,, a (r,n —m) gradi di liberta

{ Fy, < F, — accetto Hy (2.3.11)

Fy > F, — rifiuto Hy .

Osservazione 2.3.2: quando il vettore £ dell’Osservazione 2.3.1 si riduce
ad una sola componente (£ = x;), si puo porre direttamente

£-¢

con ty estratta da una t di Student a n —m gradi di liberta, se Hy(§ = &)
e vera

t[) ~ tnfm .

In effetti, quadrando la (2.3.12) e tenendo conto che ¢2_ = Fj,_,, si
ritrova la (2.3.9). I test ¢ allora eseguito accettando Hy in caso che

1t < ta (2.3.13)

e rifiutando H, in caso contrario.

Osservazione 2.3.3: la (2.3.9) non solo permette di eseguire il test su
Hy(€ = £), ma ci da anche modo di definire delle regioni di confidenza per
&. In particolare, fissato il livello di significativita ed il corrispondente
valore critico F, a (r,n —m) gradi di liberta, noi chiameremo regione
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di confidenza per & al livello « I'insieme dei vettori & che soddisfano la
relazione

(L/r)(€ =T (PN'PH) (€~ €)

2
Oy

<F,. (2.3.14)

Osservazione 2.3.4: nei problemi di controllo, il vettore delle osserva-
zioni viene campionato ripetutamente a tempi diversi; ad esempio, ad un
istante ¢; si osserva

Yoi 1)
Yoy = :
Yon(1)

e ad un istante f, si osserva un nuovo Yy(a).

Supponiamo che, essendo lo schema delle osservazioni invariato, debba
ad ogni istante valere lo stesso modello parametrico, eventualmente con
diversi valori di =z,

y=Ar+a, (2.3.15)

e lo stesso modello stocastico

CYO(i)YO(i) = USQ . (2.3.16)

Ai due diversi tempi corrispondono due diverse stime di x,

=

1 =NTATQ (Yo — a)
9 = N71A+Q71(3f(}2 —a)

=>

si osservi che per le ipotesi fatte le due stime 1, Z5 sono diverse proprio
perché Yy, # Yo.
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Ora facciamo l'ipotesi che le osservazioni Yy, e Yg siano tra loro stoca-
sticamente indipendenti; ne seguira che anche 2, ed 25 sono indipendenti
e quindi, sotto ipotesi di nomalita, posto x1 = E{i1}, 2o = E{is}.

& — &y = N1y — 29, 200N1] . (2.3.17)

Il problema del controllo, cioe di verificare se il modello e cambiato dal
tempo t; al tempo t,, consiste proprio nel sottoporre a verifica 'ipote-
si Hy(x; = x3). A tale scopo, accanto alla (2.3.17) possiamo usare la
relazione

(n —m){601 + 605} = O5Xo(nm) (2.3.18)

inoltre la variabile (2.3.18), che ¢ funzione solo degli scarti delle due
compensazioni, € indipendente della (2.3.17).

Pertanto, se Hy e vera, si ha

- FO ) F[] - Fm,?(n—m) (2319)

essendo questa un’estrazione da una F di Fisher a (m,2(n — m)) gradi
di liberta. Se Fy < F,, Hy e accettata, in caso contrario Hj e rifiutata e
si ritiene che ci sia stato un cambiamento significativo tra i due tempi.

Esempio 2.3.1: in un problema di controllo

a5 si misurano i dislivelli tra 3 punti, dei quali il

j\ punto 1 e da ritenersi fisso per motivi fisici,

A1 >2 mentre i punti 2 e 3 sono effettivamente da

1 12 controllare. I valori osservati ai due tempi ¢,
e t9 sono

3
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tl ‘ tz
Yor =qo12 | 1,5734 | 1,5763
Yo2 = qozs | -0,4205 | -0,4236  (in metri)
Yos = qos1 | -1,1526 | -1,1525

Volendo verificare le quote (o e (03 conviene scrivere le equazioni in forma

parametrica con

Q2

xr = : Y = Ax
@3
10
A=| -1 1|, N=ara=| 2 71| N2l
-1 2 311 2
01
Le soluzioni ottenute ai due tempi sono
t ta a?(tQ)_— Z(ty)
1 | 1,57330 1,57623 —29,3-1071
o | 1,15270 1,15256 1,3-107*
51 3-1078 [ 1,3-1078 | (1 grado di liberta)
Il valore empirico della F' per testare I'ipotesi

¢ dato dalla (2.3.19) e vale nel nostro caso, notando che un fattore 1/2
va semplificato sia al numeratore che al denominatore,

901,3-10°8
=02 T _908.
7 4,3.10°8

Se Hy ¢ vera, F, deve essere un’estrazione da una F' di Fisher a (2,2)
gradi di liberta, ma fissato o = 5% il corrispondente valore critico ¢ 19,

cosi che H, va rifiutata.
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A questo punto ci si puo chiedere se si sia mosso il punto 2, il punto
3 o entrambi. Per rispondere (con la significativita o = 5%) a questa
domanda, possiamo ripetere il test F' sulle singole componenti di x.

Punto 2: in questo caso (PN~'PT) = [2/3], cosi che

numeratore = (]_/T){Ii'l(tl) — Ii’l(tg)}—i—(PN_lP-'_)_l{i‘l(tl) — Ii’l(tg)} =

=1290,6-10"°
denominatore = 63, + 65y = 4,3 - 1078
Fy = 297,85

che ¢ assai pitt grande del corrispondente valore critico (o = 5%) per la
F a (1,2) gradi di liberta, ovvero a 18,51.

Percio l'ipotesi Hy : x1(t1) = 21(t2) & senz’altro da rifiutare, cioe il punto
2 si € mosso significativamente.

Punto 3: anche in questo caso, per la particolare simmetria della matrice
normale, risulta (PN ~'P*) = [2/3], cosi che

Fy=0,62 :

poiché tale valore & ben al di sotto del valore critico della F' a (1,2) gradi
di liberta, Hy, va accettata, cioe il punto 3 non si e significativamente
mMosso.

2.4 Scelta del modello di regressione lineare

Come gia discusso nel paragrafo 8 del Quaderno n. 2, spesso ci si trova
a valutare in maniera puramente empirica una legge che lega una (o
pit) variabile criterio y ad un gruppo di variabili t = (¢y,...,t,): sotto
opportune ipotesi la dipendenza puo essere linearizzata e, supposto di
aver scelto l'origine delle ¢ in modo tale che

_ 1 <&
= z;tk =0, (2.4.1)
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si ha il modello

p
Yy =co+ chtk
k=1

(2.4.2)
Yoi =vi+€i
C..=oll.
1
[ parametri incognitisonoxr =c¢y , x,=/| : |, ed essivengono stimati
Cp
tramite il principio dei m.q.
Se il modello (2.4.2) & puramente empirico, le variabili ¢,(k = 1,...,p)

vengono messe in regressione solo in base a ragionamenti qualitativi di
carattere generale sul processo analizzato.

Qualsiasi siano le variabili concomitanti introdotte, e chiaro che per via
degli scarti stocastici g; si troveranno per i rispettivi coefficienti ¢; delle
stime diverse da zero: tuttavia resta aperto il problema di definire per
quali ¢, I'ipotesi

Hy : (cp = E{é&) = 0) (2.4.3)

possa essere significativamente rigettata.

In effetti, dove H, dovesse essere accettata, la dipendenza della variabile
criterio da t; potrebbe essere messa in dubbio.

Pertanto ci proponiamo di selezionare tra la originali ¢;,...,%, un sot-
toinsieme di variabili concomitanti (ad esempio t1,...,t,), per cui Hy va
rifiutata, mentre I’aggiunta di una delle escluse (ad esempio t,41,...,%,)
porterebbe ad accettare H, stessa.

In questo modo si arriva a definire nel nostro modello empirico un sotto-
modello

y:CO+Clt1+...+C,«tr
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in cui entrano solo le variabili essenziali, cioe solo quelle che in base
all’analisi dei dati influenzano veramente y.

Per ottenere il risultato presentiamo un metodo detto di selezione all’in-
dietro.

In base a tale metodo si parte calcolando la regressione di y su tutte le
variabili #;,...,%, ottenendo il vettore ¢). Successivamente si prova a
porre l'ipotesi, per ogni variabile concomitante,

Hy:(cp=0) k=1,2,...,p. (2.4.4)

Si hanno cosi p ipotesi, ciascuna delle quali puo essere valutata conside-
rando la corrispondente equazione ¢, = 0 come un vincolo; il test sara
quindi eseguito per mezzo di una F' di Fisher.

Ad esempio sia k = p, cioe si voglia verificare se

¢ =0. (2.4.5)

Si cerca allora il vettore g,y che esprime la regressione su ti,...,t, 1,
ovvero su tutte le p, ma imponendo il vincolo (2.4.5).

Ricordando la teoria del paragrafo 2.8 del Quaderno n. 2 notiamo che

Figura 2.4.1:
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rappresenta il residuo non spiegato dalla regressione su
p variabili

rappresenta il residuo non spiegato dalla regressione su
p — 1 variabili solamente

S rappresenta il contributo di spiegazione di Y, dovuto
Yo) = Y= allintroduzione di tp.

Inoltre ¢ ? (vedi (2.8.14) del Quaderno n. 2)

P n
Yo —gpml® = SGy=(n—p—1b0p) =55~ D Y étrYo
k=1 i=1

Yo —dp-vl* = SGo1y = —p)op1) =

p—1 n
= SZ-— Z Z CrtriYoi

k=1 i=1

] |2 = |Y0 - ?)(p—l)|2 - |Y0 - g(p)|2

|y(p) — Yp-1)

all’'ultima equazione, se Hy & vera, cioe se y = E{Yy} € V(p — 1),
corrisponde anche la rispettiva relazione distribuzionale
TIXT = 00 Xnep = T3 X{np—1) - (2.4.6)
Quindi H, puo essere testata in base al valore campionario
9w) = Y- I° (n—p)oi, 1y — (n—p—1)63,

( . _ = Fy
Yo — 2/ (n—p—1) Go(r)

(2.4.7)

se Hy e giusta, Fy ¢ un’estrazione da una Fi,_,_; e puo quindi essere
confrontata col corrispondente valore critico F,, , P{Fy < F,} =1 — «a.

Zsi noti che i ¢, di questa seconda equazione sono diversi dai ¢, precedenti che

derivano da una diversa compensazione, senza il vincolo ¢, = 0.
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Notiamo che il valore critico F,, & fissato una volta che si sia scelto il
valore critico «, esendo i gradi di liberta necessariamente (1,n —p — 1).

Naturalmente di valori empirici Fy ne possiamo ottenere p, escludendo
una volta t,, una volta ¢,_; ecc., finché si e provato ad escludere ognuna
delle variabili concomitanti.

Se tutti i vari Fp, sono maggiori di F,,, si rifiuta Hy per tutte le t;, cioe
il modello mostra una dipendenza significativa da tutte le variabili; se
invece una o piu Fpy, sono inferiori ad F,, si cerca la minore tra tutte,
che e quella che mostra di essre pitu significativamente prossima a zero, si
esclude la variabile corrispondente e si ricomincia il processo di selezione
con le p — 1 variabili rimaste:

FOm = mle{ng}
Fy,, > F, — rifiuto Hy, tengo il modello (2.4.8)
Fy,, < F, — elimino t,, e ricomincio ’analisi.

Osservazione 2.4.1: il modello a cui si perviene con questo procedi-
mento non e mai sicuro: in particolare il metodo potrebbe dare risposte
sbagliate tanto piu quanto una variabile, almeno per i valori che assu-
me in quell’esperimento, e prossima ad essere combinazione lineare delle
altre. Ad esempio, se un processo ¢ analizzato in funzione di tempo e
temperatura,

y=cy+ct+cT,

ma i valori empirici di 7; sono prossimi ad essere linearmente dipendenti
da t;, cioe

T; ~ ap + ait; ,
allora l'effetto di ¢; e T; su y si confonde ed e piu facile arrivare a scartare
una variabile che e invece quella che governa il processo.

Casi di questo tipo sono sempre denunciati da un cattivo condizionamen-
to della matrice Cy e si manifestano in difficolta numeriche nel calcolo
dell’inversa C},' (tipicamente il det Cj; risulta molto piccolo).
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In questi casi e meglio affidarsi all’esperienza che puo dire quale variabile
sia importante per spiegare y o, quando cio non sia possibile, acquisire
nuovi dati in condizioni diverse in modo che cessi ’accoppiamento lineare
tra le variabili indipendenti.

Osservazione 2.4.2: talvolta si considera, al posto dell’indice (2.4.7),
I’indice

9(p) —g(p — 1)
= R0 1) (2.4.9)

Yo —9(p - 1P

che rappresenta evidentemente la diminuzione percentuale del modulo
quadrato del vettore degli scarti, dovuta all’introduzione della variabile
ty.

L’indice (2.4.9) e detto coefficiente di correlazione parziale di Yy con
tp, tolta la dipendenza dalle variabili ¢1,...,%,_1. E chiaro che un basso
valore di R?p)(l...pfl) indica che I’aggiunta di ¢, non porta una significativa
informazione nuova alla spiegazione di Yy, oltre a quella gia fornita dalle
variabili ¢1,...,%, 1.

Daltro canto Fog) ed Rf,
algebrica

1..p1) SONO legate tra loro dalla relazione

R2

Fo=(n=p=Ni—m

(2.4.10)

cosi che ogni test basato su un basso valore di R? equivale al test su Fj
gia visto.

Osservazione 2.4.3: il procedimento di selezione all’indietro non e 1'u-
nico capace di identificare un modello significativo di regressione lineare.
Ad esempio si puo procedere selezionando in avanti nel seguente modo:
si parte calcolando la correlazione di Y, con ogni variabile ¢,... t; tra le
possibili variabili concomitanti.

Si sceglie poi, supponiamo sia t;, la variabile che mostra la correlazione
maggiore.

Si prova poi a costruire la regressione con tutte le coppie
(t1,ta), (t1,3), ..., (t1,t,) e si calcolano i coefficienti di correlazione par-
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ziale dovuti all’introduzione di ognuna delle variabili t,,...,%,, tolta la
dipendenza da t;: si sceglie la variabile che da il valore pilt alto di R?,
supponiamo sia to, e si passa quindi ad esaminare la regressione per le
triplette di tipo (¢1, t2, tg)-

Il procedimento si ferma al passo in cui il coefficiente R? massimo ed il
corrispondente Fj calcolato con la (2.4.10), non supera il valore critico F,,.

Esempio 2.4.1: riprendiamo 1’Esempio 9.1 del Quaderno n. 2 e ve-
rifichiamo se entrambe, una o nessuna delle variabili ¢,7 influiscono
significativamente sulla quota ) = y.

Ricordiamo che posto
t = t+7
T = T+96

il modello generale di regressione in esame &

y=co+ a7+ b .

E quello gia svolto nel paragrafo 8 del Quaderno n. 2

éo = 129,6583
&= —0,0215
6y = 0,4812

S2 =3.62=0,1172
a) Eliminando 7 Yy = co+ c2f
¢o = 129,6583

6 = o =0,4792 (= )
S2 =462 =2 —,8, = 0,1474
R 0 G Y

__0,1474-0,1172 __
Fy = SHTERUT — 0, 7723

b) Eliminando 6 y=co+ocT
¢o = 129,6583

& = S =0,0713 (: SS)

S% =4.62 = 8% — S, = 32,3213

Fy = 23505 = 824,3366 .
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[ valori campionari di Fy vanno confrontati con il valore critico Fy, a (1,3)
gradi di liberta.

Preso a = 5% ¢ F,, = 10,13, per cui si ha nel caso a) Fy < F, , nel caso
b) F() > Fa

quindi & chiaro che occorre accettare Hy per il caso a) e non nel caso b).

2.5 L’analisi di varianza

In questo paragrafo studiamo ’applicazione del test alle stime dei m.q.
per un problema particolare:

dato un insieme di osservazioni (stocasticamente) indi-
pendenti tratte da distribuzioni normali con ugual varianza
e con medie che potrbbero dipendere da uno o piu fattori
concomitanti, ci si chiede di valutare se tale dipendenza esi-
ste veramente ed eventualmente per quale dei fattori essa sia
significativa.

Di solito la trattazione di questo problema viene fatta in modo distinto
in base al numero dei fattori che si considerano concomitanti alla for-
mazione dei valori medi: tuttavia la trattazione e metodologicamente
identica quando essa viene ridotta ad un problema di m.q. e quando
si supponga che le varie cause A, B,C, ... agiscano sui valori medi p in
modo puramente additivo, detto anche senza interazione.

(A, B,Cy...) = pa+pp+pc+... . (2.5.1)

a) Classificazione a una via

Cominciamo col caso piu semplice, in cui il fattore concomitante sia uno

solo, A, e che, nei dati analizzati, A sia specificato da p possibili valori
3

A Ay, A

Quando A = A; si hanno j = 1,...,n; osservazioni, quando A = A,
si hanno 7 = 1,...,ny osservazioni e cosi via. Le osservazioni possono

3Questi valori non sono affatto necessariamente numerici: ad esempio A potrebbe
essere un colore, e si potrebbe avere A; = giallo, As = rosso, Az = blu.
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allora essere naturalmente rappresentate in funzione di due indici ¢, 7 ed
il modello sottostante diviene:

=1,2,.
Yois PT sl insieme delle osservazioni (2.5.2)
j=12,...,n
E{Yyi;} = modello deterministico (2.5.3)
Cyyyy = 0ol modello stocastico. (2.5.4)

Questo schema puo essere trattato con le formule generali dei m.q. sebbe-
ne cio non sia comodo perché le osservazioni, anziché organizzarsi sponta-
neamente in un vettore, sono piuttosto piu semplicemente rappresentate
da una tabella (cfr. Tab.2.5.1).

Osservazione 2.5.1: per motivi storici due valori di Y in colonne di-
verse vengono detti osservazioni con trattament: diversi: due valori di Yj
sulla stessa colonna, sono detti replicazioni di osservazioni con lo stesso
trattamento. Si noti inoltre che la tabella dei valori osservati non e una
matrice in quanto in generale le colonne hanno lunghezze diverse. Infine
in Tab. 2.5.1 si sono aggiunte due righe che indicano medie e momenti
semplici del 2° ordine per colonna, adottando per questi la simbologia
Yy, M.

(Yoij} Aii=1) A(i=2) - Ali=p)

Jj=1 Youu Yo21 : Yopl
J=2 Yoi2 Y022 : Yope
J=m Yoin, - : . Tab. 2.5.1
J="Mp prnp
] - n2 YE)2n2
ni no Tp D
= 1 2 1 2 1 = 1 =
Yi EZYOU n_zzyozj n—p§ :Yom Y= E nY;
j=1 j=1 j=1 i=1
ni no Tp D
1 2 1 2 1 2 _1
My EZYOU n_zZYU?J' ’ n_p§ :Yﬂpj My =+ E n; Mo;
j=1 j=1 j=1 i—1




Per trovare gli stimatori ji; dei parametri y;, rifacciamoci direttamente al
principio del m.q.; a causa dell’ipotesi (2.5.4) esso diviene semplicemente

P ng
> D (Yo — fu)* = min . (255.5)
i=1 j=1
Osserviamo anche che in base alla teoria dei m.q., una volta determinati

fli, sara

P
Utu = (n— p)@% = Z (Yoij — ﬂz)2 (2.5.6)

P
dove n = E n;.
i=1

Derivando la (2.5.5) rispetto a ji; ed uguagliando a zero si trova

n;
~2) (Yo — ju) =0
j=1
OVVero

R _
) j=1

cioe ji; sono proprio le medie per colonna.

Si puo notare che in tal caso
S (Yo =77 = m(Mas —72) = Vet — nigf> . (2.5.8)

j=1 j=1

Ma allora dalla (2.5.6) si ha
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p
UtU=(n—-p)og = Y Yo, =D 0¥ =
iy i=1
p
= nMy— > n; . (2.5.9)
=1

Inoltre, supponendo la normalita di tutte le variabili, si ha anche

UtU = (n—p)6s = X{u 0 - (2.5.10)
A partire da questo schema si possono porre diversi tipi di ipotesi da
verificare in base alle osservazioni.

Ad esempio, ci si potrebbe chiedere se per due trattamenti i valori medi,
per esempio ¥;, Y, non indichino che le medie sottostanti p, o hanno
valori diversi: ma questo problema puo essere semplicemente risolto sul-
la base di un test di confronto tra medie di campioni normali con ugual
varianza, la cui teoria si trova nel paragrafo 1.6 di questo quaderno. Op-
pure ci si potrebbe chiedere se un certo trattamento, ad esempio A;, abbia
media diversa da quella di tutti gli altri, cioe se 1y # po = g ... = .
Questo problema puo essere risolto accorpando tutti i dati dei tratta-
menti Ay, Az, ..., A,, prendendone la media e poi testando se questa e
significativamente diversa da y; ci si e cosi ricondotti al problema del
confronto tra due medie.

Diverso ¢ il caso, che qui tratteremo, in cui si voglia verificare se global-
mente i trattamenti abbiano un qualche effetto, cioe se

[1 7 o 7 ... # [y, OVVero piu in generale se tra le p; alcune sono diverse
dalle altre. In tal caso possiamo porre l'ipotesi semplice

Hy:pn=pe=...=pp (2.5.11)

e vedere se essa e contraddetta o no dalle stime empiriche 7,7, ..., 7,
ad un livello di significativita prefissato a. Notiamo che la verifica di
(2.5.11) pud essere vista come la verifica della correttezza di p— 1 vincoli,
sui parametri dello schema di m.q. (2.5.2), (2.5.3), (2.5.4).
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......... : (2.5.12)

si potra percio applicare la teoria dei test sui vincoli del paragrafo 2.4.

A questo scopo occorre ricavare la stima di it = i1 = flo = ... = [ip,
imponendo un tale vincolo nel principio (2.5.5), e successivamente trovare

P n;

U'T=(m-pto)gg=3_ > Yoy~ i), (2.5.13)

i=1 j=1

dove abbiamo indicato con una soprasegnatura le quantita vincolate e
con v il numero dei vincoli v = p — 1. Ma se si suppone che tutte le Y}
abbiano la stessa media, la sua stima, anche di m.q., ¢ semplicemente

p=7, (2.5.14)
cosi che dalla (2.5.13) si trova
—+77 22 =2
UTU = (n=1)g,=» (Yo —7)° =
Y]
= Y V¢ -y =nMy—nj . (2.5.15)

Si noti che la (2.5.15) in fondo non ¢ altro che la stima corretta di una
varianza campionaria: infatti risulta anche

TU=mn-15 =% 02, (2.5.16)

naturalmente se U'ipotesi (2.5.11) & corretta.

Dunque se Hj & giusta, si ha che (cfr. (2.5.10), (2.5.16))
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p
UT-UU = Y ng?—nj =x2 08

=1 » ; (2.5.17)
U+U = nMy— > ng; =X, ,00

=1

ed ancora, per I'indipendenza delle due x? della (2.5.17),

p
2 =2
> nigl —ny
n—p =1

p—1 P
nM; =Y
=1

F[):

¢ un’estrazione da una F' di Fisher

Fy~F,,\ v (num.) =p—1 , A (denom.) =n—p. (2.5.18)

Concludendo, trovato il valore critico F,, a (p—1, n—p) gradi di liberta,
si conclude che

Iy <F, — H,c¢accettata —
— le medie sono uguali =
= i trattamenti non hanno effetto

Fy<F, — H,erifiutata —
— le medie non sono tutte uguali =
= 1 trattamenti hanno effetto

Esempio 2.5.1: campi di ugual estensione e nella stessa zona sono trat-
tati con tre diversi concimi A, Ay, A3, producendo Yj quintali di fru-
mento per anno. Si osservano le produzioni di quattro anni (cfr. Tabella
2.5.2) e ci si chiede se i risultati sono tali da poter affermare che i concimi
hanno effetto, al livello di significativita a = 5%.
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Se Hj e vera, allora

po_12-3 4.7205-12.2401
T2 12.2402,16—4-7205

¢ un’estrazione da una F' a

g.l. numeratore =2 , g.l. denominatore =9 :

con o = 5% il corrispondente valore critico &

F, =4,26

cioe

Fy > F,

il che ci porta a concludere che H, e falsa e che quindi i trattamenti
hanno effetto.

Anni Trattamenti
Ay A, As
1° 48 47 49
2° 49 49 51
3° 50 48 50
4° 49 48 50
v; 49 48 50 7 =49
My | 24015 2304,5 2500,5 | M, = 2402, 16
Tab. 2.5.2

119



b) Classificazione a due vie

Studiamo il caso i cui i risultati di osservazioni Y| siano classificati se-
condo i valori argomentali assunti da due fattori concomitanti A, B

A:Al,AQ,...,Aq
82817827---7817 .

Supponiamo per semplicita che per ogni “cella”, ovvero per ogni coppia
di valori (A;, Bj), vi sia una sola osservazione Yy,;. Notiamo anche che
lo schema che elaboreremo qui di seguito vale pure nel caso che ogni cella
(i,7) contenga 1 repliche, purché tale numero sia lo stesso per tutte le
celle: si prendera allora la media in ogni cella e si passera a considera-
re questa come osservazione Yp;;. Supponiamo ora che le osservazioni
seguano il modello

B (i=1,...,q)
E{Yy;;} = a; + B (G=1,...,p) (2.5.19)

— 42
CYOYO == O’UI .

Notiamo che la prima delle (2.5.19) corrisponde alla (2.5.1) ed in parti-
colare sottintende l'ipotesi che non vi siano interazioni non lineari tra i
fattori A e B.

Tra i vari problemi che si potrebbero analizzare, vogliamo qui considerare
la verifica dell’ipotesi che A abbia influenza sulle osservazioni: questo al
solito viene fatto ponendo come ipotesi fondamentale Hy I'opposto, cioe
che A non abbia alcun effetto

HO = {a1 =0y =...= Oéq} (2520)
e si va poi a vedere se i vincoli (2.5.20) sono accettati al livello di
significativita « prefissato.

Osservazione 2.5.2: prima di proseguire nel trattamento analitico oc-
corre fare una precisazione: il modello deterministico in (2.5.19) ¢ sovra-
parametrizzato. Infatti, sia &;, 3; un insieme di stime di m.q., allora e
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ovvio che altrettanto saranno &; + c, Bj — ¢ per ogni costante ¢. Cio signi-
fica che se tentiamo di determinare tutti gli @ e i 3 da (2.5.19), troveremo
necessariamente un sistema normale singolare. Cio tuttavia ci interessa
poco, poiché in realta cio di cui abbiamo bisogno per costruire il test sul
vincolo (2.5.20) sono gli scarti delle equazioni, ovvero U;; = Yy, —&; —Bj,
che restano gli stessi qualsiasi siano le particolari stime di « e 3.

Ne deriva che eseguiremo i conti della compensazione imponendo un vin-
colo arbitrario che ci permetta di selezionare una particolare soluzione
Q, (3: piu precisamente imporremo che

p
> Bi=0. (2.5.21)
7=1

Prima di passare alla compensazione, conveniamo di usare la seguente
simbologia standard nella letteratura che tratta analisi di varianza

g = (1/p)>2"_, Yois = medie per riga
Yy; = (1/q) Z?Zl Yoij = medie per colonna
vo=1/0) X0 = zlv ?Zly,j = media generale :

inoltre indicheremo come al solito con M5 il momento semplice totale di
ordine 2

q p

1
My =— Y2, .
2 pqz 0ij

i=1 j=1

La situazione e riassunta nella Tabella 2.5.3.

B, B, B,
Ay | Yo Youo Yo | 1
Aoy | Yoor Yo Yoo | Yo
Aq YE)ql YE]q2 YE]qp g_q.
Y1 Yo Yp | Y




Tab. 2.5.3

Cio detto passiamo a stimare ¢, 3;, minimizzando la somma di quadrati

q p
UTU =) (Yo — 6i — ). (2.5.22)

=1 j5=1

E facile vedere che il sistema normale corrispondente e

p
péi + > B =y,
. ) : (2.5.23)
> b +ab = qy,

=1

Si puo cosi verificare che, come gia previsto nella Osservazione 2.5.2,
(a; = ¢, Bj = —c) costituisce una soluzione non nulla del sistema omo-
geneo associato, cioe che (2.5.23) e singolare. Scegliamo una soluzione
particolare imponendo la (2.5.21), il che ci da

5 _ = 2.5.24
{ B = Y, —Y. ( )

Occorre ora calcolare (2.5.22):

UtU = Y (Yo = 52) — @y =) =

i’j

= D (o~ ) =2 ) (Voy ~Ti) @~ ) +

i’j

+ Z@J - ?)2 =
= Z(Ym‘j - %)2 - QZ@-]' - ?)2 = (2.5.25)

i,J
q p
i=1 j=1

122



q p
_ _ =2
= @My —p> To—q) T+ apy -

i=1 j=1

Notiamo ancora che, avendo determinato p + ¢ — 1 parametri (la condi-
zione (2.5.21) infatti abbassa il numero dei parametri determinati), si ha
anche il risultato distribuzionale

UTU = o2 x?
v 2.5.26
L ) = Dig- 1) (2:5:20)
Ora occorre rifare le stime sotto il vincolo (2.5.20), ovvero
ap =0 =...=0g =0« !
ma in tal caso il modello deterministico e semplicemente
E{Yo}=a+8 () _B=0). (2.5.27)

Come si vede si hanno p parametri 3 col vincolo ) 3; = 0, e 'ulterio-
re parametro indipendente «, e cio equivale a p parametri senza alcun
vincolo, definiti da

’)/j:Oé—Fﬁj.

In questo caso lo schema (2.5.27) torna ad essere quello della classifica-
zione ad una via per cui sappiamo gia che

Y=+ 0=y, (2.5.28)
e che (cfr. (2.5.9))
UU = oMo—q) 7=
j=1
= Xpo—p8 = Xp(a—1)7% - (2.5.29)



Se l'ipotesi Hy & corretta, cioe se valgono i ¢ — 1 vincoli (2.5.20), e quindi
A non influenza le osservazioni, si deve avere *

q
. =2
Py T — apy
=1

q p
_ _ =2
paMa —pY U2 —q> ¥+ pay

i=1 j=1

Fo=(p-1) (2.5.30)

con

Fy~F,\ v (num.) =¢—1, A (den.) = (p—1)(¢—1) . (2.5.31)

In conclusione, trovato il valore critico F,, a [(¢—1), (p—1)(¢—1)] gradi di
liberta, Hy e accettata o rifiutata a seconda che Fy < F, oppure Fy > F,.

Esempio 2.5.2: quattro diverse varieta di grano By, By, Bs, B, sono
impiegate in cinque terreni a diversa composizione. Si vuole valutare, con
la significativita del 5%, se la produzione (riportata in tabella in quintali
di grano per ettaro) e influenzata del tipo terreno o dalla semente usata.

Qualita di grano
Terreni | B Bs Bs By Y,

Ay 32,3 33,3 30,8 29,3 31,425
Ay 34,0 33,0 34,3 26,0 31,825
As 34,3 36,3 35,3 298 33,925
Ay 35,0 36,8 32,3 28,0 33,025
As 36,5 34,5 35,8 288 33,900
Y. 34,42 34,78 33,70 28,38 | 32,82 =7

Tab. 2.5.4

Si pone ora

H()(Oél = (g = (X3 = (4 2045) s

4Si osservi infatti che g.l. (num.) = p(¢—1) — (p—1)(¢ — 1) = ¢ — 1, mentre g.l.
(denom.) = (p—1)(¢ — 1).
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se vale questa ipotesi si deve avere

21564, 51 — 21543, 05
21725,22 — 21564, 51 — 21677,50 + 21543, 05

F,=3 = 2,45

estrazione da una F' a (4,12) gradi di liberta: il valore critico & Fyos =
3,26 e quindi H, va accettata, cioe non si ha una significativa dipendenza
dai terreni (fattore A).

Per valutare la dipendenza da B poniamo
H0(51 =0e=p03= 54) :
se e giusta Hy si dovra avere

21677,50 — 21543, 05
21725,22 — 21564, 51 — 21677,50 + 21543, 05

Fy=4 = 20,48 ,

estrazione da una F' a (3,12) gradi di liberta: il corrispondente valore
critico Fp 5 essendo 3,49 , si vede che Hj va rifiutata, cioe si ha una
dipendenza significativa dalle varieta di grano impiegate.

125



