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1 CATENE DI MARKOV

Premessa

Le catene di Markov costituiscono una particolare classe di processi stocasti-
ci, essendo costituite da una famiglia di variabili casuali definite in funzione
di un parametro mono-dimensionale o n-dimensionale discreto che interpre-
teremo come un tempo, n € N* = {0,1,2,3...}. Per esse quindi si pud
definire un “prima” e un “dopo” ed una corrispondenza con il principio di
causa ed effetto. La possibilita di individuare un senso obbligato (il “prima”
puo causare il “dopo” ma non puo essere il viceversa) determina anche la
trattazione matematica del problema.

Poiché il parametro varia per ipotesi in maniera discreta, il processo stocasti-
co puo essere visto come la generalizzazione di una variabile tempo casuale
n-dimensionale: se X™ = [Xj, X1, X5, ..., X,]* & una variabile le cui estra-
zioni sono in IR"™, X () = [X, X|, Xy,...,X,,...]" ¢ una variabile casuale
in IR°(IR™® ¢ il suo insieme di definizione) e ogni estrazione ¢ rappresentata
da una successione di numeri reali.

1.1 Introduzione

Consideriamo ora tra le serie temporali quella classe il cui insieme di defini-
zione () € un reticolo in IR, ottenuto dal prodotto cartesiano di sottoinsiemi
di IR discreti e finiti. I punti di €2 sono quindi successioni di numeri, ognuno
dei quali puo avere un valore scelto in un insieme discreto e finito di IR; ogni
punto, ovvero ogni successione di questo tipo costituisce una realizzazione
del processo.

Le variabili marginali X, di tali processi stocastici

X = {Xo, X1, Xo,..., Xk, ...} non sono delle variabili casuali continue defi-
nite in IR, ma delle variabili casuali discrete con un numero finito di valori
argomentali.

Un esempio molto semplice e rappresentato dal lancio di una moneta infinite
volte.



In tal caso, al variare di k£, X; puo assumere solo due valori, testa o croce,

ovvero 0,1, ovvero -1,1, con probabilita 3, 3.

[ valori che X} puo assumere verranno di seguito indicati come stati del
sistema.

Fig.1.1.1

In Fig. 1.1.1 sono stati indicati i valori argomentali rispettivamente del-
la marginale X, della marginale (X, X7), della marginale (Xp, X7, X5) del
processo in esame. Essi sono ottenuti dal prodotto cartesiano dell’insieme di-
screto e finito (0,1) con se stesso 1, 2, volte rispettivamente per le marginali
a 2 e 3 dimensioni.

Un caso pill complesso ¢ rappresentato dal RANDOM WALK !.

Gli stati del processo sono, al variare di k:

So = Zo
S1 = X9+ X1
(1.1.1)

S, =g +2X1+ ...+ Tk

in cul z;, ¢ il risultato del “lancio di una moneta”.

!Non rientra, a rigore, nella classe delle catene di MARKOYV, in quanto 'insieme dei
possibili stati del sistema varia da istante a istante e non ¢ limitato nel tempo



Una tipica realizzazione del processo, puo essere rappresentata come in Fig.
1.1.2 quando x pud assumere i valori (0,1)

Fig. 1.1.2

o come in Fig. 1.1.3

Fig. 1.1.3

quando z puo assumere i valori (-1,1).

Caratteristica fondamentale di tali processi e che lo stato del sistema al tempo
k+1 dipende da quello al tempo k, ma ¢ indipendente da come si & arrivati a
tale istante. In termini probabilistici cio si puo esprimere nel seguente modo:

P{Sk1 = Sk41|Sk = Sk, Sk—1 = Sk—1,-..,5 = 50} =
= P{Sk+1 = 5k+1|5k = Sk} (112)
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Cio esprime la proprieta di Markov in senso debole.

Definizione 1.1.1: una CATENA DI MARKQOV ¢é un processo stocastico
il cui insieme di definizione & un reticolo in IR°, in cui una qualunque
distribuzione condizionata soddisfa alla proprieta di Markov.

Osservazione 1.1.1: da un punto di vista fisico, la proprieta di Markov
significa che, definito lo stato del sistema al tempo ¢, ’evoluzione successiva
del sistema stesso raccoglie come unica informazione sul suo passato proprio
il valore di z; , mentre la successive variazioni sono legate ad una qualche
causa stocastica, una “innovazione”, indipendente dal passato.

Un notevole modello generale per leggi di questo tipo potrebbe essere

T = T + 9Tk 5E811) (1.1.3)
che ovviamente traduce a tempi discreti una equazione differenziale (o un
sistema di equazioni differenziali se x;, ¢ una variabile pluridimensionale) del
tipo

& =g(z,e) (1.1.4)

Perché una equazione come la (1.1.4) dia luogo ad un processo di tipo marko-

viano basta assumere che ¢4 sia stocasticamente indipendente da e, 1,65 o, .. .;

in tal caso infatti, e facile vedere che ¢ soddisfatta la (1.1.4). Per avere una
vera e propria catena di Markov, occorre anche supporre di discretizzare i
valori assunti da xj e che questi siano in numero limitato.

Riassumendo, nello studiare un particolare tipo di processi di Markov che
chiameremo Catene di Markov incontreremo sempre la seguente situazione:
sia dato un insieme discreto e finito dato I'insieme degli stati

S={s1,5,...,5m} € R;

I'insieme (2 degli eventi elementari del nostro processo ¢ formato da un
reticolo regolare finito

r=8®S§...885...=8".



1.2 Descrizione probabilistica delle catene di Markov

Si consideri una catena associata ad una sequenza finita di tempi
k = 0,1,2,...,N; i possibili risultati si rappresentano in IR¥*! come una
successione di punti ognuno di coordinate (zg, 1, Z2,...,xy) e 'insieme de-
gli stati S e costituito da m valori reali qualsiasi o da m punti; e sempre
possibile immaginare di trasformare la variabile z in modo tale che i nuovi
valori argomentali siano esattamente z, =1; ¢ = 1,2,..., m. La descrizione
probabilistica di questa catena sara poi data dall’insieme delle probabilita
discrete

P{Xo = .'L'O,Xl = .'L'l,...,XN = l‘N} :p(N)(l'(),fL'l,...,"L'N) . (121)

Si noti che, come sempre nelle variabili a pitt dimensioni, e la distribuzione
congiunta (1.2.1) che conta e non le singole distribuzioni

pi(z;) = P{X; = x;} (1.2.2)

che sono invece le marginali della (1.2.1).

Il primo dubbio che si potrebbe avere e che, data la natura essenzialmente
discreta del problema, sia possibile, anche per una catena associata ad una
catena infinita di tempi, definire una regola di probabilita assegnando le
probabilita punto a punto in €2, cioe per ogni singola realizzazione.

Dimostreremo tra breve che cio non e possibile perché €2 possiede la potenza
del continuo. Tuttavia cominciamo a cercare di comprendere tale fatto con
un controesempio elementare.

Esempio 1.2.1: sia X = {Xj, X1,...} la catena che rappresenta oo lanci
indipendenti di una moneta, cosi che ciascuna marginale X; possa assumere
i valori 0 e 1 rispettivamente con probabilita 1/2, 1/2.

Sia
Cy = {Xo =20, X1,= Z1,..., Xy = an; VXNi1, VXNio,.. } (1-2-3)

un insieme in cui siano fissati i primi N + 1 valori. Le probabilita di ta-
li insiemi devono coincidere con la (1.2.1) qualsiasi sia il valore di N e di
Lo, L1, X2y, TN-



Nel nostro caso Cy avra probabilita P(Cy) = QLN, cosi che, ovviamente,
quando si cerchi la probabilita di una singola realizzazione

D)

z = {Zo,T1,...,}=[ |Cn=
N=0
- m{XOZEOaXl :Tl,...,XN:TN} (124)
N=0
risultera
_ . . 1
P(z) = NIRO P(Cy) = 1\}5202_1\7 =0 (1.2.5)

Come si vede cio avviene per ogni realizzazione Z, cosi che appare ovvio che
la distribuzione su €2 non puo essere ricostruita dalla probabilita delle singole
realizzazioni.

Come gia detto, cio che 'esempio precedente mette in luce e il fatto che €2
ha la potenza del continuo e quindi, come per ogni insieme con tale cardi-
nalita, una distribuzione di probabilita non puo essere definita sommando
probabilita di punti individuali.

Ne segue che, se vogliamo dare una descrizione probabilistica complessiva
della catena in IR™ occorrero arrivare a definire un’opportuna famiglia di
eventi (che deve anche essere una o-algebra se si vuole che essa contenga tut-
te le unioni ed intersezioni numerabili di eventi) e le rispettive probabilita.
E logico poi richiedere che tale famiglia contenga come caso particolare in-
siemi del tipo (1.2.3) che chiameremo cilindri. Si tratta cioe di costruire una
distribuzione di probabilita, sull’insieme 2 di IR, che ammetta, per ogni N,
le (1.2.2) come distribuzioni marginali.

La risposta ovvia, seppur alquanto astratta, al problema puo venire dal
seguente ragionamento:

e supponiamo di saper assegnare ad ogni Cy una probabilita P, che
soddisfi le seguenti condizioni di compatibilita (Kolmogorov):

ZP{XO:‘I.OaXl:xla"'vXN:xN’XN'i'l :y}:
Y



= ZP(N+1){CN+1($0,$1,---,$N,y)} = (1.2.6)

Yy
= P(N){CN(%,%, e ,ﬁN)} = P{Xo =20, X1 =T1,..., Xy = HCN}

che esprimono il fatto che ogni p™ puo essere vista come distribuzione

marginale di p(Nt1),

e definiamo una famiglia A di eventi che sia la minima o-algebra di eventi
che contiene la sottofamiglia dei cilindri

{CN; VN,xO,l'l,...,l'N} )

e supponiamo di poter estendere per continuita P da Cy ad un qualsiasi
A € A (vi sono appositi teoremi che dimostrano che tale estensione
e possibile e noi ne vedremo tra breve una versione particolarmente
semplice),

in tal modo avremo definito una distribuzione di probabilita che soddisfa ai
requisiti minimali richiesti.
Naturalmente ’astrattezza del procedimento ci impedisce di comprendere

chiaramente la natura della distribuzione di probabilita cosi costruita.

Lemma 1.2.1: Q ha la potenza del continuo.

Dimostriamo il lemma nel caso semplice che il sistema abbia solo due stati, cui
associamo i valori numerici (0,1); la dimostrazione puo essere generalizzata
in modo semplice al caso in cui il sistema abbia m stati distinti.

Sia ¥ I'applicazione che fa corrispondere alla realizzazione z = {xg, z1,...} il
numero reale, compreso tra 0 e 1 (estremi inclusi)

1 1 1
I(z) :x0§+x1?+x2¥+... (1.2.7)

E ovvio che, potendo z; assumere al piu i valori 0 o 1,

d(z) € [0,1] (1.2.8)

9(z) : Q — [0,1] (1.2.9)
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D’altro canto e facile anche vedere che per ogni r € [0, 1] esiste z tale che

d(z)=r (1.2.10)

In effetti dalla (1.2.7), con ragionamento dicotomico, si vede che se 0 < r < 3

sipu(‘)sceglierexozoese%§r§ 1, zg = 1; se()§7“<iallorax1:0
e se invece i <r< % ;1 = 1 e cosi via. Procedendo con tale criterio si

determina una successione {z} tale che

N 1
= ka ok+1
k=0

< oni (1.2.11)

che, per N — oo, dimostra la (1.2.10).

E bene notare che ¥ non & biunivoca; in effetti 9~! & non univoca per tutti i
punti con ascissa del tipo

k
r= 2—N(k intero, 0 < k < 2V) (1.2.12)
L’esempio
1 1 1 1 1 1 1
—=1= — — 4+ ...=0=+1=+1=+... 1.2.1
5 2+022+023+ 02+ 5 Tl t ( 3)

dovrebbe essere sufficiente a chiarire il problema.

Tuttavia i numeri del tipo (1.2.12) costituiscono al pitt un insieme numerabile,
cioe possono essere ordinati in una successione, cosi che per tutti i casi in cui
i singoli punti hanno sempre probabilita zero come nell’Esempio 1.2.1, tale
insieme ha probabilita nulla e non muta i nostri calcoli probabilistici.

Comunque poiché ogni r € [0, 1] ha almeno una controimmagine in €2, resta
dimostrato che €2 ha la potenza del continuo.

Osservazione 1.2.1: sia C'y l'insieme

6N == {XO - To,Xl == Tl, .. .,XN - TN, \V/XN+1 .. } (]_2]_4)

ci chiediamo quale sia I'immagine di C'y secondo 9.



Sara

{r} = 0(Cy)=
_1 _ 1 1 1 1
= 1‘0§+...+$N,W+W IL'N_|_1§+IL'N+2§+... =
1
— droy + 2N+1t (1.2.15)
con t reale arbitrario in [0,1].
Si vede che
— 1
HCn) = |:T0Na Ton + —2N+1] (1.2.16)
Inoltre, per quanto detto,
1 _
19_1 |:7”0N,7”0N + W] = (CN) (1217)

a meno possibilmente di una particolare successione (xg, 1, ...), cioé di un
punto di €2 che non appartiene a C'y.

Ne deriva che, supposto di sapere a priori che nel processo in esame nessun
punto di €2 possa avere una probabilita positiva, il problema di costruire
una distribuzione di probabilita in © (cioé di costruire A e di estendervi
P, definita inizialmente solo su Cly), puo essere visto in immagine, tramite
¥, come il problema di costruire una distribuzione di probabilita su [0,1] a
partire dai valori dati di probabilita per intervalli del tipo

1 _
P = |:7"0N,T0N + W:| = P(ON) (1.2.18)

Si noti che le condizioni di Kolmogorov, indicando con

k

Ton

per k opportuno, diventano

k k+1
P (r € |:—2N+1’—2N+1:|> —

K y k y+1

10



Esse devono essere valide, purché un singolo punto in [0,1] abbia sempre
probabilita 0.

Quindi il problema di definire una distribuzione di probabilita in €2 a partire
dalle distribuzioni marginali (1.2.2) é sostanzialmente equivalente alla costru-
zione di una distribuzione di probabilita su [0,1] a partire dalla probabilita
nota per gli insiemi,

Fig. 1.2.1

probabilita rese consistenti tra loro dalla condizione (1.2.20).

Poiché tale problema ha soluzione unica in termini di distribuzione su IR,
altrettanto si puo dire per la questione originalmente posta in €2.

Come abbiamo detto questa argomentazione ha una ovvia generalizzazione
al caso in cui la catena in esame abbia m possibili valori.

Terminate queste considerazioni di carattere generale, passiamo ad esaminare
lo studio della evoluzione temporale della catena stessa, ovvero alla determi-
nazione della distribuzione di probabilita tra gli stati al tempo ¢ = k, cioe
della distribuzione della variabile X, singolarmente presa.

1.3 Matrice di transizione, catene omogenee

Si abbia la seguente catena di Markov:

Xo X1 ... Xy
51 pSO) pgl) pgt)
0 1 t

52 pé) pé) pé) (1.3.1)
Sm pgg) p%) p%)
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in cui con s; si indicano i possibili stati del sistema (i = 1,2,...,m) e con
pgt) la probabilita che al tempo ¢ il sistema si trovi nello stato s;.

Si fa osservare che se le variabili casuali X fossero indipendenti tra di loro e
gli stati equiprobabili, saremmo nel caso lancio di un dado a m facce infinite

volte, la distribuzione di probabilita ad ogni istante sarebbe nota; probabilita
uguali fra loro e tutte pari a 1/m.

Nel caso in cui il processo soddisfi alla proprieta di Markov, invece, siamo in
grado di determinare tutte le distribuzioni p* se, come vedremo, & nota la
distribuzione ad un istante ¢ e sono note le matrici di transizione del processo,
2 che andiamo a definire.

Supponiamo di conoscere la distribuzione del processo al tempo k; sia
pg-k) = P{X; = j} la probabilita che il sistema al tempo k si trovi nello
stato j.

Dimostriamo che la probabilita che il sistema si trovi nello stato ¢ al tempo
k + 1 e data da:

pF =3 P{ X = il X = j)p (1.3.2)

J

e cioe la somma delle probabilita di tutti i percorsi che portano allo stato ¢
al tempo k + 1, passando per lo stato j al tempo k. Infatti:
la probabilita che il sistema si trovi nello stato ¢ al tempo k + 1 & data da:

pgk+1) — Z P{X1=¢6,Xo=8,...,Xp =&, Xy = 1} (1.3.3)
§1,82-:8k

P{X1 =6, X0 =8,... Xy =&, Xpp1 =1} =
= P{Xp=1iXi=6,X0=6,.. . Xk =&}
P{X1 - gl,Xz == 52, .. Xk - gk} (134)

essendo il processo di Markov

P{Xpp1 =i X1 =6, X0 =8,... Xp =&} =
= P{Xpp1 =i Xy =&} (1.3.5)

%la matrice di transizione, in generale, varia da istante a istante.

12



e allora possiamo scrivere che

pgkﬂ) _ Z Z )

& &162--Ek—1
P{Xp1 =i|Xpy =&IP{X1 =6, X0=6,..., Xy =&} =

= ZP{XIH-I =i Xy — &}

&k
Z P{Xy =&, X1 =&1,. -, X1 =&} =
1,626k
= Y P{Xpp = ilX = &} P{X, = &) (1.3.6)
&k

Definizione 1.3.1: si chiama matrice di transizione P*) la matrice m x m
1 cut elementi sono dati da:

p§-’§) = P{ X1 =i|Xy =j} (1.3.7)

Essa realizza la transizione dalla distribuzione all’istante k a quella all’istante
k + 1 e precisamente

k k k
pE =3 plpl®
j

p*HD) — p(k)+2_,(k) (1.3.8)

Percio tutta la storia dell’evoluzione della distribuzione puo essere ricostruita
con la successione

p(V) = PO+
p® = P+ pO+p0)

- (1.3.9)
2_)(chrl) — P(k)JrP(kfl)Jr N 'P(1)+P(0)+2_)(0)
Le matrici P*) sono stocastiche, cioé soddisfano le due proprieta:
P >0 (1.3.10)

ST = PUVXpa|Xe =5} =1

13



Definizione 1.3.2: una catena di Markov con matrice di transizione costan-
te per ogni k e detta omogenea nel tempo.

In tal caso:

(1.3.11)

B(k—l—l) _ p)+pk-1+ P(1)+P(0)+Q(0) = (PT)k1p@

Osservazione 1.3.1: da un punto di vista fisico il concetto di omogenita e
legato alla invarianza per traslazione temporale della dinamica che governa
il sistema descritto dalla catena di Markov.

Cosi ad esempio se il sistema segue una legge del tipo (1.1.3), se gli £ hanno
tutti la stessa distribuzione, la probabilita di passare da Xy = j a Xy =1
e pari alla somma delle probabilita di tutti quei valori di &, per cui

i=J+90,&+1) ;

poiché ¢ & per ipotesi indipendente da k, anche questa probabilita non ne
dipende.

Esempio 1.3.1: ad esempio se

Xiet1 = [ Xk + Ert1lmods »

se l'insieme degli stati ¢ I = {0, 1,2} e se

-1 1
gk = { D q )
allora e chiaro che
Stati al | Stati al tempo k + 1
tempok |1=0 1 2
(PP} = j=0] 0 p q ;
Ly p O q
2 q p 0

14



come si vede la matrice di transizione e appunto indipendente da k.

Esiste una maniera grafica di rappresentare le matrici di transizione che
vediamo a partire da un esempio.

Esempio 1.3.2: si abbia la seguente matrice di transizione valida ad ogni
istante t = k:

1
q
b

[ )
ES A~ I )

in cui la colonna a sinistra della matrice indica gli stati al tempo £, la riga
sopra la matrice indica gli stati al tempo k + 1.

La probabilita che il sistema a partire dallo stato 0 al tempo k passi allo
stato 0 al tempo k + 1 & p (elemento della riga corrispondente allo stato
in considerazione al tempo k e della colonna corrispondente allo stato in
considerazione al tempo k + 1) e cosi via.

15



Il grafo corrispondente e il seguente:

Fig. 1.3.1

in cui si indicano con i nodi gli stati possibili del sistema (in questo caso 2)
e con le frecce le transizioni, cui si associa la relativa probabilita.

Osservazione 1.3.2: generalizzando I’Esempio 3.2, possiamo ricavare la se-
guente regola che permette di istituire una corrispondenza biunivoca tra
matrici di transizione e grafi orientati:

e nella matrice di transizione consideriamo tutti e soli quegli elementi per
cui

P = P{ X1 = i| Xk = j} >0

lasciando sottinteso che gli altri elementi sono necessariamente nulli;
cosi si crea un inventario delle coppie (j,4) (per cui j & uno stato di
entrata al tempo k, 7  uno stato di uscita al tempo (k+1) tra cui esiste
una probabilita positiva di transizione dal tempo k£ al tempo k + 1;

e rappresentiamo gli stati del sistema con m punti nel piano, che saranno
i nodi del grafo: ad ogni coppia (7, i) facciamo corrispondere una con-
nessione (lato del grafo) orientata con una freccia da j ad i; ad ogni lato
con freccia associamo un numero (intensita di flusso) corrispondente a

(k)
Dj;-
La corrispondenza inversa e del tutto evidente.

La rappresentazione cosi introdotta ¢ certamente espressione del funziona-
mento fisico dell’evoluzione degli stati; questa e utile particolarmente per ca-
tene omogenee in cui la matrice di transizione e quindi il suo grafo € sempre
la stessa al passare del tempo.

16



Esempio 1.3.3: si consideri ad esempio una catena di Markov omogenea
con matrice di transizione

05 025 0 0 025 0 0

0 0 10 0 00

0 0 01 0 00

P = 0 05 05 0 0 00
0 0 00 0 10

0 0 00 0 01

0 0 00 05 05 0

la sua rappresentazione mediante un grafo orientato sui suoi 7 stati e

Fig. 1.3.2

Fig. 1.3.2: i numeri tra parentesi rappresentano le probabilita di
transizione.
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1.4 Classificazione degli stati

Definizione 1.4.1: si dice che lo stato j & comunicante con lo stato i se
esiste un tempo finito n per cui la probabilita di andare da j a t© in n passi é
positiva

P >0 (1.4.1)

Definizione 1.4.2: lo stato © ¢ inessenziale se

(n)

a<j,n>:»{pi -

1.4.2
pi;n) =0 VYm ( )

Definizione 1.4.3: se i non ¢ inessenziale allora é essenziale, ovvero

(n) (n) _
Vj,n Im = p’gn) >0 oppure ngn) =0 (1.4.3)

cioe e uno stato a cui, una volta visitato, si ha sempre la possibilita di tornare
in un tempo infinito.

Sia S l'insieme degli stati della catena, esso e l'unione di stati inessenziali ed
essenziali

S=I1UE.

Definizione 1.4.4: se i comunica con j e j comunica con i, la coppia (i, 7)
e detta coppia di stati comunicant.

Nel sottoinsieme E' la probabilita di due stati di essere comunicanti e

riflessiva: (i,i) & comunicante in F, altrimenti ¢ non potrebbe essere
essenziale

simmetrica: se ¢ comunica con j = j comunica con i:
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Fig. 1.4.1

transitiva: se ¢ comunica con j e j con k = i comunica con k

Fig. 1.4.2

pi ™ > plPpl) >0

h+m h m
Pl ™ > plpl >0 (1.4.4)

dunque la relazione binaria di essere stati comunicanti e una relazione di
equivalenza.

Pertanto gli stati essenziali si dividono in classi di equivalenza
disgiunte

E={JE E(\E.=0 i#s

Lemma 1.4.1: non puo esistere una catena di Markov con un sistema S
fatto solo di stati inessenziali.

O Per assurdo sia S fatta solo di stati inessenziali.
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Fig. 1.4.3

Partiamo da i; qualsiasi; deve allora esistere io # i1 ed ny, tali che

(n1)

Diyin > 0
(1.4.5)
pz(-;rfi) = VYm
ora ripartiamo da iy: deve esistere i3 # iy ed ny tali che
P >0
(1.4.6)

™ =0 Vm

13,02
Si noti che deve essere anche i3 # i; perché, per i3 = iy, la prima delle (1.4.7)
risulterebbe in contraddizione con la seconda delle (1.4.6).

Inoltre deve anche essere

p" =0 Vm (1.4.7)

altrimenti
ni+m m n
pZ(Byliz : > pgg,i)lpgl,)ig >0. (148)

Procedendo in questo modo, si crea una catena che non puo mai essere per-
corsa all'indietro. Pertanto, ripetendo NI passaggi di questo tipo (NI =
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numero totale di stati), ci si trova in uno stato 7 di I da cui non & possibile
uscire

P{X,=i|Xs_i=it=1 se k> NI (1.4.9)

cioe e assorbente e quindi non inessenziale. O

Lemma 1.4.2: sia data una catena di Markov {X,} omogenea, i cui stati
stano divisi net due sottinsiemi I, degli stati inessenziali, ed E, degli stati
essenziali. Ammesso che all’istante iniziale X, € I, cioé che P{X, € I} =1,
allora, quasi certamente, cioe con probabilita P = 1, la catena abbandona ad
un tempo finito l'insieme degli I, passando definitivamente in E.

[ L’affermazione significa che

P{X, €I, VYn|Xoel}=0 (1.4.10)

infatti poiché il ritorno da E in I ha sempre probabilita P = 0, si ha che

X,el=X,.1€el=X,,¢€1... (1.4.11)
cioe

{Xpel}c{X, €I}, k=0,...,n (1.4.12)
mentre

X, €eE=X,1€eE=X,,,€F... (1.4.13)

cosi che le sole realizzazioni di {X,,} che non passano definitivamente in F
sono quelle che stanno in I, Vn.

Poiché la (1.4.12) implica che

P{X, € I} < P{X,_ €I} (1.4.14)

e poiché

P{X, €I, Vn} = P{X,€l, Vn|Xoel}<
< P{Xzel}, Vnfisso (1.4.15)
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ci bastera dimostrare che P{X7 € I} & non solo decrescente, ma anche
tendente a zero per m — +00; anzi, poiché P{X5 € I} & decrescente, bastera
dimostrare che per una sottosuccessione n;(n; — +o0o, j — +00)

lim P{X, €I}=0 (1.4.16)

j—4o0

Sia ig un qualunque stato di 1,7y € I e supponiamo che xy = ig; per defini-
zione di stato inessenziale e seguendo il ragionamento del lemma precedente
si vede che per un qualche N finito

P{XN € E} = Diy > 0 (1417)

per la (1.4.13) allora si avra anche

P{X, e E, Vn>N}>p;, (1.4.18)

Poiché questo & vero per tutti gli stati iy € I(che sono in numero finito), &
chiaro che esistera un N sufficientemente grande ed un p abbastanza piccolo,
ma, sempre p > 0, tali che

P{Xy € E} =P{Xy € E|Xo€1}>p (1.4.19)

infatti

P{Xy€E|X, €I} = > P{Xy€E|Xy=i}P{Xo=1io} >

o€l
> Py P{Xg=ip} =D (1.4.20)
o€l
Ma allora
P{Xjgel} =P{Xgzgel|lXpecl}<1-p=g<1; (1.4.21)

inoltre, essendo la catena omogenea, dovra anche essere, Vk

Ora
P{X,y€I|Xy €I} =P{X,y € [|Xg e I}P{Xy eI}, (14.23)
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poiché

P{X,y€I|Xy€E}=0, (1.4.24)

cosi che per la (1.4.21) e la (1.4.22)

P{Xygy eI} =P{X;zgcI|Xoc I} <7 (1.4.25)

Procedendo analogamente si ha pure

P{X;y €I} <q — 0perj— oo (1.4.26)
cosi che la (1.4.16) risulta dimostrata, con n; = jN ed il teorema &
provato. l

Corollario 1.4.1: vale

lim P{X, € B} =1 (1.4.27)

n—00

Dal Lemma 1.4.2 discende una prima classificazione qualitativa del processo
che stiamo analizzando: divisi gli stati nelle due classi I ed F, se il processo
nasce in (X, € F) allora vi rimane: se il sistema nasce in I, dopo un tempo
pitt 0 meno lungo passa in F senza piu ritornare in /.

Il seguente lemma permette di specificare meglio il comportamento di {X }.

Lemma 1.4.3: se E si decompone in due classt disgiunte non comunicants
E\, F5.

n—o0

n— o0
ptp=1
[ Infatti
P{X,; € E,} D P{X, € E\} (1.4.29)
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perché

X, € FE = Xn+1 S (1430)

e quindi le successioni

P{X, € Ei}, P{X, € E»} (1.4.31)

sono crescenti, limitate superiormente e percio hanno limite, inoltre

n—00 n—0o0
= lim P{X, € E}=1 (1.4.32)

n—0o0

O

Cio implica che il comportamento di evoluzione asintotica di una distribu-
zione iniziale di probabilita

P{Xo =i} = p” (1.4.33)
abbia le seguenti caratteristiche:

e se Xy € I dopo un certo tempo n, X, va in E, inoltre X, tende
a distribuirsi tra le classi irriducibili di £ con una certa distribuzio-
ne di probabilita asintotica; si osservi che in generale la distribuzione
asintotica tra gli Fjy dipende dalla distribuzione iniziale (1.4.33)
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Fig. 1.4.4

e se invece Xy € F allora X, appartiene ad una delle classi disgiunte di
equivalenza E} e vi rimane per sempre.

In conclusione, si puo dire che il comportamento asintotico di una catena di
Markov si riassume nel fatto che prima o poi lo stato della catena cadra in
una delle classi disgiunte degli stati essenziali e cio avverra con probabilita
calcolabile. Una volta raggiunta una delle E; ci chiediamo ancora quale sara
il comportamento della catena in tale classe; questo sara l'oggetto di studio
del prossimo paragrafo almeno per alcuni casi relativamente semplici.

Esempio 1.4.1: riprendiamo I’Esempio 1.3.3; e chiaro che 1 € uno stato
inessenziale in quanto il sistema quando lo abbandona non puo piu ritornarvi.
Tolto lo stato 1 il grafo di Fig. 1.3.2 si decompone automaticamente in due
classi disgiunte

E1 = {2,3,4}, E2 = {5,6,7} .

E chiaro che ciascuna delle due classi ¢ fatta da stati essenziali. Al di 13 del
fatto che appare intuitivo per motivi di simmetria che

lim P{X, € B} =

N =N =

lim P{X, € By} =

n—o0
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proviamo a dimostrare anche direttamente che cio ¢ vero a partire dalla
matrice di transizione del processo. A questo scopo e utile osservare che
poiché il fenomeno che vogliamo studiare ¢ la transizione 1 — E; e 1 — Ej,
mentre per ora non ci interessa sapere cosa succede all’interno di ogni classe,
e utile costruire uno schema ridotto della catena in cui le classi F, F5 siano
condensate in due unici stati. Si perviene cosi allo schema ridotto di Fig.
1.4.5

Fig. 1.45: p+q+r=1

che nel caso dell’Esempio 1.3.2 corrisponde a
p=1/2 , g=r=1/4.

La matrice di transizione corrispondente al grafo ridotto ¢ dunque

P =

oo
o =R
=

Supposto che al tempo zero il sistema si trovasse in 1, che & 'unico caso
significativo per noi, cosi che

POt =11 0 0

¢ facile verificare che (cfr. (1.3.11)

o) &)
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Quindi passando al limite per n — oo si trova direttamente

lim P{X, =1} =0; lim P{X, =2} = —2—; lim P{X, =3} = —
n—00 n—00 1—p nooo 1—»p

che e appunto quanto ci aspettavamo.

1.5 Teoria ergodica per le catene di Markov

Supposto di esserci ristretti ad una catena omogenea costituita da un unica
classe di stati essenziali e comunicanti, ci chiediamo quale sia il comporta-
mento della catena stessa, ovvero come si distribuisca la probabilita tra gli
stati essenziali, quando il tempo di evoluzione del sistema tende ad oco. Poi-
ché I’evoluzione nel tempo della distribuzione di probabilita tra gli stati di
una catena omogenea e legata alla matrice di transizione e alla distribuzione
di probabilita iniziale, secondo la (1.3.11), occorrera studiare come agisce
(PT)* sui vettori di probabilitd quando k — oo.

Studiamo questo problema dapprima ponendo la forte ipotesi semplificatrice
che la matrice di transizione P (o la sua trasposta che per comodita chia-
meremo A) sia costituita tutta da elementi positivi, ovvero che tutti gli stati
siano comunicanti ad un passo con probabilita positiva; vedremo piu oltre
come rilassare almeno parzialmente tale ipotesi.

Sia
1
1
e =
1
Sia A la matrice
aij =pji , 0<m<py <M<1, (1.5.1)

allora il fatto che P sia stocastica si traduce nella utile relazione

e+A:[...Zaij...]:[...ij,:1...]:e+ (1.5.2)

3
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Sia N il numero degli stati del processo descritto dalla catena di Markov in
esame; al tempo £ la distribuzione di probabilita tra gli stati sara un vettore
di RY. Introduciamo in IRY una norma (L;) definita come

rl=2_Irsl (1.5.3)

Come si vede se p e una distribuzione di probabilita , il vettore corrispondente
avra |p| = 1 in IRy secondo tale norma.

Osservazione 1.5.1: se p & una distribuzione di probabilita (cioe
p; >0, eTp=1), allora ¢ = Ap & pure una distribuzione di probabilita.

Infatti

etq=e"(Ap) = (etA)p=eTp=1 (1.5.4)

e inoltre

¢ = Zaijpj = ijpji >0 (1.5.5)
J J

Quindi, poiché la matrice A governa la transizione da un vettore di probabi-
lita ad un altro, avremo che, per per un vettore di probabilita py qualsiasi

|A+"p0| — IAZ*IpUI =...=|p|=1. (1.5.6)

Lemma 1.5.1: consideriamo il sottospazio R+ = {v : etv = 0}

A trasforma R* in se stesso.

O Infatti
seetv=0—et(Av) = (etA)v=e¢tv =0 . O

Ora in maniera particolare ci interessa studiare il comportamento di A quan-
do essa agisce su R+, considerato come sottospazio di IRy, con la stessa
norma.

In generale avremo, sfruttando la proprieta di stocasticita di A,
Ao = 31D aguil < D03 lagllogl = D2 ol D lasgl = D osl(1.5.7)
i J i J i j
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che dimostra che A, come trasformazione lineare di R+, & una trasformazione
non espansiva, ovvero |[A| < 1. In realta sfruttando a pieno I'ipotesi (1.5.1)
dimostreremo che la A & una contrazione in R*.

Lemma 1.5.2: in Rt vale

|Av| < plv] p<l1 (1.5.8)

O Fissato v sono fissati due insiemi di indici I, I~ tali che

v >0 jel*

v; <0 jel™ (1.5.9)
Si noti che
etv=0= Zvj =0— Zvj = Z(—vj) (1.5.10)
j I+ I-
e inoltre

] :Z|Uj| =) v+ ) () =2 v (1.5.11)

iel+ jer— jert

Fissato v consideriamo

U; = Zaijvj = Z Q;;Vj — Z Clij(—’Uj) (1512)
J

jer+ jer-
sia ¢; il segno di u;

c;=+1seu; >0

c;=—1sewu; <0

allora

Z |U,Z| = Zciui = Z’Uj Zciaij (1513)
i 3 J 3

I ¢; non sono tutti concordi poiché e*u = 0, quindi, ricordando la (1.5.1)

D eyl <1-2m=p<1 (1.5.14)

3
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Percio

D sl <D il cail <o) vl (1.5.15)
j i j

3

ovvero, ogni volta che si applica A ad un vettore di R*, la sua norma si
contrae di p. O

Ci serviremo di tale risultato per dimostrare il teorema seguente.

Teorema 1.5.1: (sullo stato limite). Se A ¢é stocastica, se m = minp;; > 0
e se py € una distribuzione iniziale di probabilita

(ZZ Poi = 1,p0; > 0) allora A"py ammette limite
lim A"py=p (1.5.16)

n— 00

tale che p & una distribuzione di probabilita, ovvero (p; > 0,>..7; = 1);
il limite (1.5.16) va inteso nel senso della norma di IR', ovvero in senso
ordinario per le componenti.

[0 1. La differenza tra due distribuzioni di probabilita p — ¢ ¢ sempre in R*.
Infatti

ef(p—q)=ep—etqg=0 (1.5.17)

2. Consideriamo la differenza

A"y — Apy = A™(A" — Ipy (1.5.18)
e notiamo che
v=(I—-Apo=po— A'po € R* (1.5.19)
Percio, ricordando la (1.5.6) ed osservando che
o] < Ipol + |A'po| < 2Ipo] =2 V¢ (1.5.20)
si ha
|Apy — Apo| = |A"0| < p|A™ | << pw| < 29" — 0 (1.5.21)
n—00

O
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Corollario 1.5.1: la distribuzione p ¢ temporalmente invariante.
(1 Infatti
Ap= A lim A"py = lim A" 'py =7 (1.5.22)
n—oo n—oo
O

Cio significa che se il processo, ad esempio al tempo 0 ha una distribuzione
come D, allora, in tutti gli istanti successivi, manterra la stessa distribuzione.

Corollario 1.5.2: la distribuzione invariante p e unica.

O Infatti

se Py, Py SONO invarianti

A" (P — D) =D1 — P2 (1.5.23)

inoltre poiché p, — p, € R+, per il Lemma 1.5.2

Ay~ ) =30 (15:24)

quindi
p1 =D (1.5.25)
O

Dunque p & un attrattore stabile per il sistema evolutivo descritto da A™py.

Si noti che fin qui abbiamo supposto che valesse 'ipotesi
per ottenere una cosi forte restrizione dimostriamo il seguente teorema:

Teorema 1.5.2: condizione sufficiente affinché A"py tenda ad una distribu-
zione stazionaria e che

(AF);; >m >0 (1.5.27)
per qualche k fissato.
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O In effetti, sfruttando il Teorema 1.5.1 sullo stato limite, si ha immediatamente

lim (Ak)npo =D;

n—oo
vogliamo pero qui dimostrare che e proprio

lim A"po=p.

n—o00
Infatti
(An-l-é _ An)po _ An(AZ _ I)po _ AkmAd,U
avendo posto

n=km+0d, (6<k) e v=(A"-1I)p € R"

Essendo A% € Rt
o] <2, |4 <1
e per il Lemma 1.5.2

| AR = [(AF) ™| pe < p™

si trova:

(A" = A")po| < p™ AP |v] —0

(1.5.28)

(1.5.29)

(1.5.30)

(1.5.31)

(1.5.32)

(1.5.33)

(1.5.34)
O

Osservazione 1.5.2: la condizione sopra citata e solo sufficiente e comun-
que vi sono dei casi in cui non e soddisfatta, come dimostra il seguente

semplice esempio

Fig. 1.5.1
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con matrice di transizione P = A = ( 0 ) : infatti in tal caso A?"T1 = A

10
e A?" = T cosicché tale condizione non ¢ soddisfatta per alcuna potenza di

A.

Si noti che in questo caso, partendo da uno stato iniziale , (p+qg=1)

si trova alternativamente py, =  Pont1 = , che quindi non da in

generale una successione convergente, tranne che se p = ¢ = 1/2. In questo
caso lo stato p = ¢ = 1/2 & anche lo stato invariante per A.

Lemma 1.5.3: p puo essere caratterizzato oltre che dalla relazione Ap = p
(le componenti p; sono proporzionali ai minori della prima riga di A — 1),
anche dalla sequente notevole proprieta

lim A" = pe® (1.5.35)

n— 00

O Infatti sia py qualunque (normalizzato con la condizione ), py; = 1)

allora

A'py = A"(I —pe¥)py+ A"petpy = A" (po — P) + Pe py —
— P po(=Dp) (1.5.36)

perché etpy =1, py—p € Rt e A*(py —p) — 0.
Quindi

D1 Py

Ar pet= | P2 P2 (1.5.37)

=

Pn Pn
Poiché A e il trasposto della matrice di transizione, saranno le righe di
quest’ultima, elevata alla n, a tendere a p. O

Teorema 1.5.3: (teorema ergodico o legge dei grandi numeri).
Sia X = {Xo, X1,...} una catena di Markov con matrice di transizione P =
AT, che ammette un unico stato limite; sia

I/Z-N = numero degli X, =1 tra i primi N ;
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allora risulta

lim 2 =7, (1.5.38)

che rappresenta la probabilita dello stato © nella distribuzione limite p: il
lvmite va intero in media quadratica, cioé

vV
lim FX— =D, 1.5.39
m £{% | =7 (15.39)

N—

N
. 2 ) Y .
Nhféo" {N}_

O 1. Infatti ricordiamo che (teorema di Cesaro)

1 n
lim a, =a= lim —> a,=a (1.5.40)

n—00 Nooco N

Notiamo poi che si ha

N
vy :ZXi(xk) (1.5.41)
k=0
dove
)1 se oz =1
Xi(zr) = { 0 se zp i (1.5.42)
Inoltre vale la relazione
E{xi(Xi)} =1-P{X; =1}; (1.5.43)
Ora sia
0
e;=11] «<1
0
0
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allora

P{X; =1} = e AFpy (1.5.44)

cosicché

lim E{x;(Xx)} = kll)r?o e AFpy = ef kli)rgo Afpy=efp=p; (1.5.45)

k—o0
Quindi
1 -
Jim ;E{xi(m =7, (1.5.46)
cioe
. WY
Jim B {W} =P (1.5.47)

2. Dimostriamo ora la seconda della (1.5.30); a tal fine usiamo la relazione

02{%}:E{(1§32}—E{%} (1.5.48)

p{WrL- 3 > B} = (1549

(=0

- % Z E{xi(X)*} + % Z Z E{xi(Xe)xi(Xe) }

k=0 ¢=k+1

Calcoliamo

ma per la (1.5.33), essendo x? = ;,
E{xi(Xp)*} = E{xi(Xp)} = P{Xy =i} = P, (1.5.50)

percio

]

% (% ZE{M(W}) ~ 5 (N = 00)0 (1.5.51)
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Inoltre, osservando che x;(j) = d;; per la (1.5.42),

)
E{xi(Xe)xi(Xo)} = Ex {E{xi(Xe)xi(Xe)k }} - (1.5.52)
ZE{Xi Xi)xi(Xo)| X =7} P(Xi =) -

> Blxi(ee)[Xe = () P(Xe = 5) = B{(Xo)| Xe = i} -

P{X;=i|Xy =i} P{X} =i} = e A" Fesef Afpy

Ma allora
N
37 B{a(Xe)x(Xo)} = ef Afpg - (1.5.53)
l=k+1
N
+ Al- k _ 4+ Ak s
D e AR = ef AFpy(N — k)e (N kZA)
l=k+1

Dunque si ha, applicando il teorema di Cesaro e ricordando che A" — pe™,

Nk
1
_ .+ L R S
Cn_r=e¢; (m ; A ) e; A eipe’e; = D; (1.5.54)
inoltre
By, = e;'Apr —p; per k— o0 (1.5.55)

ed entrambe le successioni sono limitate.

In questa situazione e facile vedere che

lim —ZBkCN KN — k)= lim —Z
k=1

N—)oo

p; lim —5 " =7 (1.5.56)




O

Essenzialmente questo teorema afferma che, valutando su una realizzazione
unica la percentuale di occupazione dello stato ¢ su N tempi e lasciando
tendere N — oo, si ritrova la probabilita limite p;.

Poiché (1.5.37) e (1.5.38) implicano che % — p; in probabilita, nel caso che

Ny 1
per ipotesi p; # 0 si avra anche (%) — (p;) % d’altro canto il limite

di VJYV puo essere interpretato come tempo medio di ritorno del sistema allo

1
stato i, percio, quanto dimostrato, si puo anche esprimere dicendo che il
tempo di ritorno allo stato i, su tutta una realizzazione, e pari all’inverso
della probabilita asintotica che il sistema si trovi in 3.

Osservazione 1.5.3: il teorema ergodico che abbiamo qui dimostrato e na-
turalmente strettamente imparentato con la legge (debole) dei grandi nu-
meri, che afferma che, dato un campione Bernoulliano di numerosita N, la
frequenza relativa fy(I) di estrazioni appartenenti ad un intervallo I, tende
in media quadratica alla probabilita teorica p(I). La notevole differenza tra
questa legge e quanto dimostrato sopra sta nel fatto che per un campione
Bernoulliano le variabili X, X5, ... sono tutte indipendenti tra loro e tutte
uguali in distribuzione, mentre nel caso trattato qui le variabili non sono tra
loro indipendenti né ugualmente distribuite.

Esempio 1.5.1: concludiamo il caso iniziato con ’Esempio 1.3.3, cercando
la distribuzione asintotica, se esiste, all'interno delle due classi essenziali
E,, E5 che sono chiaramente tra loro equivalenti. Per semplicita dunque
ci riduciamo ad una catena con tre stati con grafico e matrice di transizione
P mostrati in Fig. 1.5.2.
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Fig. 1.5.2

0 1 0
P=[0 0 1
1/2 1/2 0

In primo luogo ci si chiede se e possibile applicare il Teorema 1.5.2. In effetti
non ¢ difficile vedere che da P fino a P* restano in P™ degli elementi di
matrice nulli; ad esempio partendo da 1 e chiaro che in 4 mosse la probabilita
di tornare a 1 e nulla.

Tuttavia e
1/4 1/4 1/8
PP=|1/4 1/2 1/4
1/2 1/4 3/8

i cui elementi sono tutti positivi cosi che vale la condizione (1.5.27). In tal
caso esiste la distribuzione asintotica p* = [p;p,p3], tale che

Pr=pr;

ne segue che la distribuzione asintotica e data da

ot
p=+|2
9

1.6 Catene di nascita o morte

Una catena di nascita o morte e una catena di Markov con probabilita di
transizione per uno stato intermedio ¢, rappresentata dal grafico:

Fig. 1.6.1
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ovvero tale che ogni stato comunichi solo con se stesso o con quelli adiacenti.

Agli estremi di questa catena si possono avere comportamenti diversi, tutti
compatibili con tale proprieta di base.

1.

Fig. 1.6.2

la connessione ¢ ancora di tipo locale cioe limitata al piu vicino; nel caso che
ro, = 0 deve essere p, = 1, il che significa che la barriera e “riflettente”

2. caso “circolare”

i punti a e b possono essere disposti in un cerchio su cui si evidenzia che la
transizione e sempre al pil vicino

Fig. 1.6.3
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Fig. 1.6.4

Lo stato del sistema, raggiunto l’estremo a vi si ferma con P = 1.

La barriera a e allora detta “assorbente”.

Osservazione 1.6.1: se in una catena vi ¢ un solo estremo assorbente e gli
stati sono tutti comunicanti, lo stato limite finisce nell’estremo assorbente
con P =1; cioe

ZP{Xm:a sem>M; X, #a sem < M} =
M

=  P{X raggiunga a in un qualunque tempo finito } = 1

infatti in questo caso tutti gli stati sono inessenziali tranne a.

Osservazione 1.6.2: se vi sono due estremi a, b assorbenti, questi costitui-
scono classi disgiunte, mentre tutti gli altri stati sono inessenziali.

Si vogliono trovare le probabilita del sistema di essere intrappolato in @ o in
b (che chiameremo rispettivamente « e 3), essendo partito dallo stato z.

Si indichi con B,,(z) e A,,(x) I'insieme delle realizzazioni in cui il sistema
arriva rispettivamente allo stato b e a per la prima volta all’istante m essendo
partito dallo stato x:

Bp(z) ={z;zpm =bja <z, <b k <mlry =2z}
Ap(z) ={z;2m =0;a <z, <b k <mlzy=2x} (1.6.1)

Notiamo che B,, e disgiunto da B,, 11 B;,2 e lo stesso vale per A4,, in quanto
le singole realizzazioni x sono tutte diverse tra loro; pertanto posto

B(z) = | Bn(z) = lim | J Bu(z) = lim B" ()

M—o00 M—o0
+o0 M
Alw) = ([ Aul2) = lim () An(e) = lim AY(x) (1.6.2)
m=1 oomZI e
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le probabilita cercate

Blz) =P U{E;xm:b;a<xk<b sek<m|x0:x}]

Lm=1

a(zr) =P U {z; 2, =a;a <xp <b se k< mlzy = x}] (1.6.3)

Lm=1

B(x) = P{B(x)} = lim P{B"(2)} = lim S (z)
P{A(x)} = lim P{A"(x)} = lim oy (z) (1.6.4)

=
=
I

Bu(x) = P(BY) =
= Pla<z;<b, 1<j<m;

M
Tm=0b, m=12.. Mz =x}=>» P(B,)=
m=1

= Y Pla<az;<b 1<j<my
y
Tp=0, 1 <m < Mlxg =1, 21 =y}Pyy (1.6.5)

dove P,, ¢ la probabilita di passare allo stato y al tempo 1 essendo partiti
dallo stato = al tempo 0.

Per la proprieta di Markov, si ha

Pla<z;<b1<j<m

Tm=01<m< M|zg=x,21 =y} =

=Pla<z; <b2<j<m

Ty =0, 2<m < M|z, =y} = Fu-1(y) (1.6.6)

Quindi

Bur(x) =D Poyfas1(y) (1.6.7)
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e per M — o0

B(x) = PpyBy) (1.6.8)

ovvero (3 & invariante per la matrice di transizione e lo stesso vale per a.

Osservazione 1.6.3: si noti che a(x) e #(x) non hanno nulla a che vedere
con lo stato limite p che & invece invariante per la matrice A = P™.

Osservazione 1.6.4: si osservi che vale

alz)+p(z)=1 Va (1.6.9)

purché gli stati siano tutti connessi; infatti in tal caso tutti gli stati tranne a
e b sono inessenziali.

Questa relazione, che vale per una qualunque catena con due stati assorbenti,
ci permette di ridurre la ricerca di «(z), 3(x) ad una sola delle due funzioni,
ad esempio ((z) usando la (1.6.8) ed il fatto che 3(a) = 0, 3(b) = 1 per
definizione.

Esempio 1.6.1: applichiamo il ragionamento sopra visto ad una catena
omogenea di vita o morte, la cui matrice di transizione quando si cataloghi
a come primo stato b come ultimo, ¢ data da

1 000
qr p 0
0 g rp
P=
0 g rop
0001

In tal caso, ricordando la (1.6.8), vale

Bx) =pBx+1)+rB(x) +qf(x—1) a<z<b (1.6.10)
f(a) =0 (se la catena parte in a non ne esce) (1.6.11)
B(b) =1 (sela catena parte in b non ne esce ed &

sicuro che rimanga in b) (1.6.12)
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Posto r =1 — p — ¢ si trova
plB(z +1) = B(x)] = q[B(z) — Bz — 1)]
cosi che posto

si ha semplicemente
Ay = pAs
Poiché per z = a si ha
Ay = pla+1) - B(a) = Bla+1)
posto successivamente v =a + 1,a+ 2. .. si trova

A1 = pA, = pBla+1)
Agp2 = p°Ag = p*Bla+ 1)

Abfl — pbfaflAa — pbfaflﬂ(a + 1)

ovvero vale la relazione ricorsiva generale
Bla+1) = B(z) = p""A, = p"Bla + 1)

Poiché

Bz +1) = Bz +1) = Bz) + 5(z) — Bz —1) + ...

+6(a+1) = f(a) =
=" Bla+1)+p**'Bla+1)+...+ Bla+1)

ricordando che ((a) = 0, si ha che
Y p e Blat1) =Bz +1)
k=a
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(1.6.13)

(1.6.14)

(1.6.15)

(1.6.16)

(1.6.17)

(1.6.18)

(1.6.19)

(1.6.20)



applicando questa relazione per x = b — 1 e ricordando la (1.6.12), si trova

b—1

> pBla+1)=pB(k) =1 (1.6.21)

k=a

da cui discendono le relazioni

Bla+1) = — (1.6.22)
S
k=a
Zpkia 1+ p+ 4 pta 1 — T+1l—a

Bz +1) = £=e pr.-mP 7P (1.6.23)

l4+p+...+pt70 11— peti-a

b—1

k—a
>r
k=a

che risolvono completamente il problema posto per 3; a puo essere ricavato
dalla (1.6.9).
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2 PROCESSI STOCASTICI A TEMPI DI-
SCRETI: TRATTAZIONE GENERALE

2.1 Premessa e prime definizioni

In questo capitolo si intende studiare una classe di processi stocastici assai
piu estesa di quella delle catene di Markov che purtuttavia mantiene una
decisiva semplificazione nella descrizione del suo comportamento in quanto il
“processo” e rappresentato da una famiglia di variabili casuali (v.c.) ordinate
per mezzo di un parametro n discreto

X={Xp,nez). (2.1.1)

Qui le singole componenti X,, sono in generale v.c. in R e non limitate ad
un numero discreto e finito di valori come nel caso delle catene.

Inoltre, per il tipo di scopo che si prefigge il presente studio, supporremo
sempre che tutte le v.c. da noi usate abbiano media e varianza finite, cosi da
poter usare il formalismo di £2(£2) descritto nel quaderno Q4.

Dunque, in termini pin formali, dato uno spazio di probabilita {Q, A, P}
consideriamo una successione di v.c.

X, = z,(w),n € Z (oppure n € Z* = {n>0}), con X,, € L*(Q) ;

un processo stocastico a parametro discreto € per noi il vettore X = {X,,}
con valori campionari z = {z,,} € IR e con la distribuzione di probabilita
su IR™, Py definita da

Px(B) = P{w;z(w) € B} (2.1.2)

VB € B, l'algebra di Borel in IR® definita come la minima o-algebra che
contiene tutti i cilindri (cfr. Q4 cap. 8).

Osservazione 2.1.1: una volta definita la distribuzione di probabilita Py
in IR®, lo spazio di probabilita {Q, A, P} puo in tutto e per tutto essere
sostituito da {IR*, B, Py}, finché ci si limita a considerare il processo stoca-
stico X o sue funzioni, riportandoci cosi ad una interpretazione di X come
una generalizzazione di una variabile N-dimensionale X ,, passando da RRY
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a IR*. Naturalmente questa operazione fara restringere la nostra attenzio-
ne da £*(Q) a £%(X) che & un sottospazio chiuso del precedente costituito
da tutte le v.c. con varianza finita, funzioni di X che sono appunto quelle
che ci interessano; anzi come vedremo tra breve la nostra analisi, limitandosi
all’ambito lineare, si restringera ad un sottospazio assai piu piccolo di £?(X).

Avendo dotato X della sua distribuzione Px in IR® ¢ del tutto naturale
definire l'operatore di media E per una Y = g(X), ovvero

g{Y} = /]Roog(g)dPX(g) . (2.1.3)

Con tale operatore si possono definire i momenti di X, ad esempio i momenti
del 1° ordine

E{Xi} = p (2.1.4)
o del 2° ordine
E{Xi Xy} = Ci , (2.1.5)

oppure anche la funzione caratteristica

g(t) = E{et'} (2.1.6)
(tt ={tp,n € Z}) .

Il vettore di IR®

p={pn,n € 2} (2.1.7)

e detto media del processo X, mentre la matrice (o operatore, trattandosi di
una matrice co-dimensionale)

e detta matrice, o operatore, di covarianza del processo X.

Diamo qualche primo esempio di processo stocastico a parametro discreto.
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Esempio 2.1.1: il primo e piu semplice esempio di processo stocastico e il
cosiddetto rumore bianco (in senso stretto) che corrisponde ad una succes-
sione {X,,,n € Z} di v.c. stocasticamente indipendenti ed identicamente
distribuite.

Di fatto quando n € Z* questo modello generalizza la variabile campiona-
ria di un campione bernoulliano al caso in cui si facciano infinite estrazioni
indipendenti da una stessa v.c. X.

In questo caso e chiaro che

B{X,} =p (2.1.9)
E{Xn-i-an} = Ugfékﬂ ) (2'1'10)

dunque la media e un vettore con le componenti costanti, di solito si assume
i = 0, mentre 'operatore di covarianza ¢ proporzionale all’identita.

Esempio 2.1.2: (processo di Wiener discreto). Dato un processo di rumore
bianco {&,} a media nulla e con varianza ¢ costruiamo {X,,,n € ZT} tramite
le formule ricorsive

{ Xn+1 = Xn + ent1 (n € Z+)

e (2.1.11)

Quindi il senso di questo processo, detto di Wiener, ¢ di essere un integrale
(accumulatore) di rumore bianco nel tempo.

Lo schema (2.1.11) puo essere risolto esplicitamente per X,, ., dando

Xos1 =D Ekst - (2.1.12)
k=0
Da qui si vede che
E{Xn1} =0 (2.1.13)
E{X, xX,} =no k>0 (2.1.14)

Si osservi che a causa della definizione (2.1.11) il processo di Wiener {X,}
gode della proprieta di Markov

E{X 1| X, X1 ...} = B{Xp1| X0} . (2.1.15)
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Notiamo anche che per il teorema centrale della statistica ci si puo aspettare
che X, tenda a distribuirsi normalmente pr n — oo.

Esempio 2.1.3: (processo di Poisson discreto). Sia {£,} una successione di
v.c. indipendenti del tipo testa o croce

0 1
En = n=12... 2.1.16
{0, 2110
e si ponga
n
Xo=>Y e n=12...; (2.1.17)
k=1

dunque X, & un contatore del numero di successi nel tempo (variabile) n.
Sara
E{X,}=np (2.1.18)
E{X,xXpn} =npq, k>0 (2.1.19)

Si osservi che in questo esempio, al contrario dei primi due, le v.c. X,, hanno
un insieme di valori argomentali discreto; la peculiarita di questo processo e
che tale insieme {0, 1, ..., n} varia al variare del tempo n. Per questo motivo,
benché {X,} goda della proprieta di Markov, il processo non costituisce una
catena di Markov.

Esempio 2.1.4: sia w = U[—1/2,1/2] una v.c. uniformemente distribuita
su [—1/2,1/2], poniamo

Tp(w) =sintwn  n=1,2... . (2.1.20)
Il processo X corrispondente ha ovviamente media nulla

E{X,}= sinTwn dw = (2.1.21)
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e covarianza

1 2
= —/ [cos Twk — cos mw(2n + k)]dw =
~1/2
! k=0
— 0 k=20>0
(-1 (=yr =
T [2@11 T 2n+20+1 k=20+1>0

Esempio 2.1.5: sia ancora w = U[—1/2,1/2] come nell’esempio 2.1.4 e si
prenda

Tp(w) = sin(ng + 271w) . (2.1.23)
Il processo X = {X,} ha media nulla
1/2 -
B{X,} = / sin (n— + 27rw) dw =0 (2.1.24)
—1/2 2
e covarianza
CTL+]C,TL — E{Xn+an} — (2125)

1 12
= —/ |:COS (kz> — cos(nm + KT+ drw) | dw =
—1/2 2 2

- en(s) -

Esempio 2.1.6: (processi normali). Ricordiamo che dato un qualsiasi vet-
tore p € IR ed un operatore C' = C,,,, in IR definito positivo nel senso che
SR

(1) k=20>0

0 E=20+1>0

VAER®, ATCA=) > X\pAiChm < +00

n m

= \"TCA>0, (2.1.26)

3Notiamo esplicitamente che se ad esempio n,m € Z% la condizione ATCA < 400
significa
n M
ATCA= lim > " ComAndm < +00 ;

N,M—oco
n=0 m=0

la modifica di questo limite doppio nel caso che n,m € Z & ovvia.
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esiste in IR™ una distribuzione di probabilita P “normale con media p e
covarianza C”. La distribuzione P e normale nel senso che, supposto che il
parametro n vari in Z*,

VN € Z+ s XN = {Xo,Xl,...XN}
¢ una v.c. normale con media p, = {10, p11 - .- pn} € con covarianza

Cn={Chm; 0<n,m<N}. (2.1.27)

Il processo X le cui componenti sono solo le componenti di z, ovvero X,, =
xn(z), ¢ il processo normale con media y e covarianza C'.

Questo schema ha grandi applicazioni quando si sappiano costruire modelli
di operatori C' che soddisfino la condizione di definita positivita (2.1.26);
ritorneremo pit in la su questo argomento.

In Fig. 2.1 rappresentiamo una realizzazione con n da 0 a 100 per ognuno
degli esempi proposti; in particolare il caso (f) corrisponde ad un processo
gaussiano con

fn =0, Copgn=c" a=01. (2.1.28)

Naturalmente non & possibile creare un repertorio di esempi che siano rap-
presentativi di tutti i possibili processi stocastici, tuttavia e utile formulare
qualche osservazione in merito al comportamento piu o meno stazionario dei
diversi processi.
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Fig. 2.1.a

Fig. 2.1.b

Con stazionario intendiamo che un sottocampione, ad esempio di numerosita
10, preso in diverse epoche lungo la realizzazione presenta una significativa
similarita statistica con gli altri; ad esempio ha circa la stessa media e la
stessa varianza.

Fig. 2.1.c
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Fig. 2.1.d

Fig. 2.1.e

Fig. 2.1.f

Cosi vediamo che nel caso (2.1.a), nonostante la realizzazione sia la piu irre-
golare, la regolarita statistica ¢ massima, invece il caso (2.1.b) ¢ chiaramente
non stazionario perché costituito da onde che si amplificano nel tempo, men-
tre (2.1.c) si allontana sistematicamente, cioé anche come media, dall’asse
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dell’ascisse. Ancora i casi (2.1.e), (2.1.f) si presentano con un aspetto si-
gnificativamente stazionario con pero la differenza che (2.1.e) sembra piu
regolarmente periodico di (2.1.f); questa proprieta sono legate al fatto che la
media sia costante p e che la covarianza C, 4y, sia funzione della sola & e non
di n, quindi anche la varianza C), , sia costante, ovvero che la correlazione
tra le variabili X, ed X,, dipenda solo dalla loro distanza nel tempo k e
non dall’epoca n

E{(Xn-i-k - :U/) (Xn - :U/)} = Cn-i—k,n = C(k) . (2'1'29)

E anche importante notare che nel caso (2.1.e) la covarianza & puramente
perioda in & mentre nel caso (2.1.f) essa tende a zero quando k — oo; questo
fatto determina differenze salienti tra i due processi.

2.2 La descrizione hilbertiana dei processi discreti

L’obiettivo che ci proponiamo in questo paragrafo e di caratterizzare in modo
compiuto le famiglie di funzioni lineari del processo X che siano contenute
in £2(X).

Conveniamo di usare per gli elementi di £?(X) la notazione semplice

Xecr | = ||?= E{X?}
X, Yerl*> <X)Y>=F{XY},

senza particolari indici per la norma ed il prodotto scalare.

Per comodita facciamo I’'ipotesi che

p=B{X} =0,

cio che in ogni caso non riduce la generalita della discussione successiva.

Notiamo allora che secondo la convenzione fatta possiamo porre

<Xy, Xp>=Cpp, <X, Xt">=F{X X"} =C. (2.2.1)

Cominciamo osservando che se

AGRUCROO@AE{)\]C;)\kEO,|I€|>N} (222)
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esiste sempre in £?(X) la v.c.

N
X =2X=>"NX € £L2(X) (2.2.3)
-N

poniamo per definizione

Hy = Span {X}, k€ Z} ={X =)A"X:; A€ Ry} . (2.2.4)

H, ¢ ovviamente un sottospazio lineare di £2(X); chiamiamo Hy (o H(X))
la chiusura di Hy in £*(X)

Hy = [Hylc2x) - (2.2.5)

Per prima cosa vogliamo caratterizzare I'insieme {\ € IR® ;A" X € Hyx};
porremo poi

H={X€eHx; X=)X, ) eR"}. (2.2.6)

cioe I'insieme delle variabili in Hx che sono effettivamente funzioni lineari di

X.
Osservazione 2.2.1: notiamo fin da ora che H, sara un sottospazio lineare

di Hx ma non necessariamente un sottospazio chiuso. Anzi qualora H, fosse
chiuso, deve necessariamente valere

HZEHX

poiché ¢ sempre

HyC H,C Hy (2.2.7)

ed H, e per definizione denso in Hy.

Vale il seguente Teorema:
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N
Teorema 2.2.1: sia A € IR® tale che AT X = lim Z M Xy € Hx; allora

N—x
=—N

e anche

0< X" CA = lim Z Z)\)\ Crm < 400 ; (2.2.8)

VICeversa Sia

AEH={A€R°, \TCA < +oo} (2.2.9)

allora 3 la v.e. X =) "X € L2(X) e quindi X € Hy.

Dunque essenzialmente il teorema afferma che H, e 'immagine attraverso
I’operatore lineare

Ud=X=)\'X (2.2.10)

di He, definito come in (2.2.9).

Nota: per semplicita di scrittura ma senza perdere in generalita supponiamo
che n € Z* cosi che le serie

N
yzleggoX;Aan : ECAN%&}EOOHZ ZA A Crum

abbiamo solo 'estremo superiore variabile.

Inoltre a livello di notazione porremo, per ogni A € IR* dato,

AM)F = {1 Ay, AN, 0,000} (2.2.11)

il simbolo A", che riguarda una successione costruita su un preciso \ fisso,
non va poi confuso con {Ay} che viceversa indica una qualsiasi successione
in IR® di componenti { Ay}

(] Supponiamo dunque che A sia tale che

X=MX= lim W)"X € Hy ; (2.2.12)

N—00
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cio ha tre conseguenze:

VA, || (AN X (2= (W) FOAY < a? < oo, (2.2.13)
VN, M|AMOM | =] < AM)TX, XTAM > | < (2.2.14)
< AMFX - T AM)TX 1< a® < 400,

VN > N, opportuno ,Vp >0

=[] Q™)X - QYFX P QYT - AN X |P= 0 (2.2.15)

— (ANer _AN)JrC(ANer _AN) < 52 )

Ma allora, fissato ¢, VN, M > N, e Vp,q > 0,

N+p M+q N

M
S A ACamn = > Y MAaCom| =
n=1 m=1 n m=1

=1

= [AMP)FOAMTT — AM)FOAM] =

| < AVP)TX, AMF)TX > — < AN)TX, AM)TX > | <

<< WV AN)TX, M EX > |4 | < AN PR, AWM M) X > | <
< QY= AMFX - QAMFFX 4 | AN)FX ] QYT =AM X I<

<2a-¢

dove si e usata la diseguaglianza di Schwarz, oltre alle (2.2.13), (2.2.14),
(2.2.15); dunque esiste il limite (2.2.8) ovvero A € He.

Viceversa se A € H, esiste il limite

lim AM)ToAY = 2TC); (2.2.16)

N,M— o0
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ma allora, dall’identita

IAM*YX — AM)TX[P= AN)PCAY + M) OAM —
2M)*FoAM (2.2.17)

prendendo il limite per N ed M — oo ed usando la (2.2.16) si ha

lim || (AY)PX — AM)TX [P=20TCA—2)TCA =0,

N,M— o0

cosi che {(AY)* X} ¢ una successione di Cauchy e dunque 3X € Hy tale che
X =)"X € Hy C L%X). O

Notiamo tra 1’altro che Hg e uno spazio lineare in quanto
AMY€He = N Xy XeHx=(M+7)"'XeHx=
= A+ S He .

Nella dimostrazione del Teorema 2.2.1 abbiamo piu volte usato un’utile iden-
tita che segnaliamo sotto forma di Corollario.

Corollario 2.2.1: l'operatore lineare U : Ho — Hy definito da (2.2.10) ¢
una isometria se in He si introduce la seminorma *

Al =ATCA (2.2.18)

(1 Infatti se A € He e quindi X € H, e chiaramente
AG = ATCA= lim AV)TOAY = lim || AY)*X |>=
N—o00 N—o00
— XX P=) X |z 0. (2.2.19)

O

Dunque l'operatore C' & sempre semipositivo.
Definizione 2.2.1: diciamo che l'operatore C' é positivo, C > 0, se

AMeHe, CA=0=A=0. (2.2.20)

4Ricordiamo che una seminorma ha le stesse proprietd di una norma senonché non &
detto che valga |A|c =0, = A=0.
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Si puo dimostrare che tale definizione ¢ equivalente a

AEH:, M"CA=0=)1=0. (2.2.21)

Notiamo che la (2.2.20) ¢ consistente in quante se A € Hc, allora CA € R®
per cui ha senso porre C'A = 0. In effetti poiché Vk

k
ék}:{6kl}:{07---707170---}+EROCHC

esiste finito Vk
IFCA = (CA)y ,

cioe CA € R®. 5

Osservazione 2.2.2: quando le (2.2.20) o (2.2.21) sono soddisfatte, |A|c
data dalla (2.2.18) diventa una vera norma. Inoltre H¢ diventa uno spazio
pre-Hilbertiano ponendo

A y)e=A"Cy; (2.2.22)

la definizione (2.2.20) & coerente in quanto se A,y € Ho = (A+7), (A —7) €
H¢ e quindi e definita

X0y =042 CR+Y - A -DTCR-1} . (2229

Osservazione 2.2.3: se C' non ¢ positiva il processo X soffre di una pato-
logia che d’ora in avanti escluderemo sempre, ovvero esiste un tempo 7 tale
che X5 sia una funzione lineare di { Xy, k # n}. Infatti se A & tale che

A#0, AFCA = A*X =0, (2.2.24)
In, Az # 0 e quindi si puo porre

1
X, = —— ST NN 2.2.25
AW; KXk ( )

°La (2.2.21) garantisce che esiste l'operatore C 1, definito sul range di C, cosi che
CA = p = A = C~'p; tale relazione perd non ci dice che C~' & esprimibile come una
matrice; cio € vero solo se il range di C' contiene Ry.
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la serie a secondo membro essendo ancora ovviamente convergente. La
(2.2.25) ci dice che conoscendo X,k # T per una certa realizzazione ¢
possibile predire quasi certamente il valore di X5.

Poiché a noi interessa solo il caso in cui questa prevedibilita quasi certa non
& possibile, escluderemo sempre che possa valere la (2.2.24).

Notiamo anche che (2.2.25) & conseguenza del fatto che
Xz € [Span { Xk, k # 0}uy ; (2.2.26)
questa patologia puo verificarsi anche in casi in cui C' > 0, come vedremo

nel seguente controesempio, percio sara proprio la (2.2.26) che considereremo
come condizione che non si verifichi mai.

Esempio 2.2.1: sia {{,,n > 0} un processo di rumore bianco con varianza
unitaria; poniamo
Xo=28 , Xp =& +& -

L’operatore di covarianza di X e

1111
1211
=111 91
cosl che
+oo
Ao+ D M
k=1
—+o0
o — (A0+Z>\k)+>\1 0
=
Mo+ D M)+ Ao
k=1
implica
+00
)\0+Z)\k:0:>)\1:)\2:...:0:>)\0:O:>A:O.
k=1
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Dunque C' ¢ positiva e tuttavia

X, € [Span {Xi, 2 > 1}m,

in quanto
1 & 1 &
i, 2K = i KXot 7D 6 = Xo.

Da questo controesempio appare chiaro che occorrera cercare una condizione
pilt forte su C' per giungere a garantirci che tutti gli elementi di Hx siano
esprimibili come funzioni lineari di X; ora tuttavia sottolineiamo qual e la
conseguenza dell’ipotesi C' > 0.

Teorema 2.2.2: se C' > 0, l'operatore U = {C)\ = A\* X} tra He ed Hy &
biunivoco.

O Infatti A — X = AT X & univoco per 1'unicita del limite di (AY)*X; viceversa
se
X =M X=Ux=0

e anche, ricordando che il prodotto scalare ¢ continuo rispetto ai propri
elementi,
0=<X, X>=< X, X" A>=CA=)1=0.

Dunque U e invertibile e percio biunivoco. 0]

Corollario 2.2.2: se C' > 0 e se He ¢ uno spazio di Hilbert, ovvero se tale
spazio e completo, allora

Hy=Hy . (2.2.27)

[ In effetti se U e un’isometria biunivoca ogni successione Y,, = A:{X di Cau-
chy in Hy & generata da una successione {)\,} di Cauchy in H¢, che quindi
ammette limite A in Ho; ma allora Y = AT X ¢ in Hy ed ¢ il limite di Y,, in
quanto

1Y =Ya [P=A=Afe = 0.

Percio Hy e chiuso in Hx e quindi coincide con esso per la Osservazione 2.2.1.
O
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L’importanza di questo corollario sta nel fatto che esso afferma che la pro-
prieta (2.2.27) puo essere verificata guardando solo la struttura della matrice
di covarianza C e lo spazio Ho da essa derivato.

Cerchiamo ora di vedere cosa possiamo guadagnare introducendo la condi-
zione piu restrittiva che (2.2.26) non sia mai verificata.

A tale scopo poniamo
Hy = [Span { X, k < n}], H™ = [Span {X}, k > n}],
H ny = [Span { Xy, k # n}] . (2.2.28)

Inoltre ricordiamo la definizione di successione biortogonale associata (che
chiameremo b.o.a.) alla successione {X,,}.

Definizione 2.2.2: {¢,} ¢ una successione b.o.a. a {X,} se
< fj,Xk >= 5jk . (2229)

Teorema 2.2.3: se il processo X non puo mai essere predetto quasi certa-
mente, cioe se

Xn ¢ H(,,n) y Vn , (2.2.30)

allora esiste la successione {&,} b.o.a. a {X,}.

[0 Notiamo che H(_ ,) € sottospazio chiuso di Hx, percio se e vera la (2.2.30)

]

esistera il vettore X, proiezione ortogonale di X, su H_, e per di piu

T

Xo#Xn = X0 = X0 >0, = X [[>]] X0 || -
Poniamo allora

n = (2.2.31)

I X =X l2 X 2= I Xu |2

risulta
Ym #n <&, X, >=0

perché per definizione &, L H_,), X, € H_ ), mentre

_7

| X [P — < X, X >

< é‘an >= —
X 12 = X |2

Y
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cosi che {&,} & la successione cercata. O

Notiamo che in base all’Osservazione 2.2.3 se esiste {£,} b.o.a. ad {X,},
Ioperatore C' non puo che essere positivo, cosl che, come si e gia detto,
(2.2.30) & una condizione piu stringente di C' > 0.

Purtroppo 'esistenza di {&,} non & ancora sufficiente per garantire la (2.2.27)
come il seguente controesempio, simile all’Esempio 2.2.1, dimostra.

Esempio 2.2.2: sia {{,,n > 0} un rumore bianco con varianza unitaria;
poniamo

e chiaro che {&,,n > 1} stessa & una successione b.o.a. a {X,}. Tuttavia il
vettore o, che sta in Hx in quanto

1 N
60: lim _ZXna
=1

N—oco N
n=

non puo essere in H,. Infatti se
+00 +oo +oo
o1, 6 =3 A, — (zxk) Y Mk
k=1 k=1 k=1

allora ¢ anche, preso il prodotto scalare con §;,

)\j =< fo,fj >=10 :>§0 =0
il che ¢ assurdo per la condizione || & ||= 1.

Osservazione 2.2.4: se X € Hy, X = A'X, allora {¢ } b.o.a. a {X,}
permette di costruire direttamente \ da X, cioe realizza 'operatore U~".

Infatti, se ad esempio n € Z,
N
<X, >= lim < z_%)\an,gn >= A ; (2.2.32)

se n € Z la dimostrazione e analoga.

Per questo motivo {,} & anche chiamata successione dei coefficenti biorto-
gonali associati a {X,}.
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Osservazione 2.2.5: quando risulti H, = Hx si avra che VX € Hx, 3\ €
Hey X =)\"X.

In questo caso si dice che {X,,} = X & una base di Schauder dello spazio di
Hilbert Hx. Tuttavia e noto che per una semplice base di Schauder la con-
vergenza della serie X = Y\, X, e condizionata all’ordine in cui vengono
presi gli X,,. Se si vuole che cido non avvenga occorre richiedere che {X,}
sia una cosiddetta base di Riesz, ovvero che valga una delle seguenti due
condizioni, che sono in un certo senso simili alla condizione di convergenza
assoluta per una serie numerica:

S X, €Hy = |\|X, € Hy (2.2.33)
S AXn € Hy =Y £,)0X, € Hx qc. (2.2.34)

dove ¢, e una successione di 1 presi a caso ed in modo indipendente.

E facile vedere che la (2.2.34) implica la condizione equivalente

AON <400 =D A\ Cpp < +00 ; (2.2.35)

la condizione (2.2.35) & essenzialmente solo una condizione su C. Introdu-
ciamo una nozione di equivalenza tra due operatori C', D positivi in IR™.

Definizione 2.2.3: dati C > 0, D > 0 dictamo che C' e D sono equivalent:
tra loro, cio che indicheremo con C < D, se

QAP DA< ATCA< BATDA, B> a > 0. (2.2.36)

E facile vedere che (2.2.36) & una relazione di equivalenza; in particolare il
caso = a > 0 corrisponde proprio a C' = D.

Poiché la relazione tra operatori positivi A, B

A< B= ATAN<ATBA VA percui IATAN,

¢ una relazione di ordine parziale, riportiamo la (2.2.36) anche nella forma
equivalente

aD < C<BD . (2.2.37)
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Lemma 2.2.1: se C' < D wvalgono le sequenti proprieta:

1) A€ Ho < A€ Hp
2) se {\,} ¢ fondamentale in He lo ¢ anche in Hp e viceversa

3) He é uno spazio di Hilbert se lo é Hp e viceversa, inoltre C' < D anche
se (2.2.86) ¢ verificata solo VA € Ry.
O Le 1) e 2) sono immediate.
Se H¢ ¢ di Hilbert, cioé completo, e {),} € H¢ ¢ fondamentale 3\ € He
tale che [A — A\, |¢ — 0; ma allora A € Hp per la 1) e inoltre

1
A= Aulp S —[A=Ale =0
(67

cioe anche Hp e completo e percio di Hilbert.

Infine se (2.2.36) vale VA € IRy preso un qualunque A € Hp & |A —AV|p =0
per il Teorema 2.2.1; ma allora ¢ anche |]A—\"|c — 0 per la (2.2.36) e quindi
la (2.2.36) stessa vale VA € Hp. Lo stesso vale Y\ € He. O

Dunque essenzialmente il Lemma 2.2.1 afferma che Hs ed Hp sono insiemi-
sticamente coincidenti e topologicamente equivalenti.

Lemma 2.2.2: se D é un operatore matriciale diagonale
Dym = Dnénm , Dp >0 vn )
Hp e sempre uno spazio di Hilbert.

(1 In effetti in questo caso, posto
DY? = {\/D6um} (2.2.38)

si vede che

AMeHp, M'DA<+ooey=D"’Ae®, y"y=A"DA < +c0 .
Dunque D'/? & una isometria invertibile (in quanto D, > 0) tra Hp ed ¢?;
ma allora poiché ¢? & uno spazio di Hilbert e percio chiuso lo ¢ anche Hp.

Con cio abbiamo dimostrato tutte le proprieta necessarie per trarre le con-
clusioni che raccogliamo nel seguente teorema:
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Teorema 2.2.4: sia D [’operatore diagonale costruito con la diagonale prin-
cipale di C,

D,y = Crnbnm ; (2.2.39)
se C'< D wvalgono le sequenti proprieta:

1) He e completo e dunque uno spazio di Hilbert,
2) Hy = Hx e quindi

VX€Hy,AeHy, X=)"X,

cost che {X,} ¢ una base di (Schauder) di Hy,
3) {X,} ¢ una base di Riesz di Hx,
4) Hé&w} boo.a. a {X,,} e tale successione é completa in Hx.

5) loperatore C~% ¢ un operatore matriciale in IR°.

[0 T punti 1), 2) e 3) sono gia stati provati. Quanto al punto 4), che & poi

connesso con il concetto di regolarita del processo che vedremo poi, I’esistenza

. . , . . N
di {&,} deriva dall’osservazione che un qualunque elemento di H(_,) puo
essere scritto come

X=) MXy€H_,, A€ He; (2.2.40)
k#n

perché { X,k # n} e a sua volta una base di Riesz di H(_ ..

Ma allora anche X,, avra tale rappresentazione e quindi

k#n
2 aonn >0 )

cioe

Xn g_f H(_,n) Vn
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come richiesto dal Teorema 2.2.3.

Inoltre

XGHX:X:A+X7 <X7§k>:07Vk:>)\k:()7Vk
=A=0=X=0,

cioe {&} € completo in Hy.

Passiamo ora al punto 5); dapprima supponiamo che C' abbia la diagonale
identica a 1, cosi che C' diventa una matrice di correlazione

Con=1=D=I,H,=0*,C=R. (2.2.41)
In questo caso la condizione C' < D diventa R < I e quindi Hr = Hp = (?
come insieme. In primo luogo R trasforma ¢? in sé; infatti
A€ < Hg, |RAP=A"R’A=)\"R'’RR"’)\ =
< BIRV? A = BATRA = BIAL < Bl 5 (2.2.42)

tra Daltro (2.2.42) dimostra che se \, — A in Hp allora R)\, — R\ in ¢
cio¢ R & un operatore continuo in /2. Il range dell’operatore R ¢ denso in ¢?;
infatti, essendo R simmetrica

1652, ZJ“RA:O VAEHRE£2:>R1:O:>1:()_

Inoltre il range di R & anche chiuso in ¢2. Infatti sia po=RA, p — pin

2?; allora
A=Al = Q= 20) (1, — ) S 1A = Al - i, — 1l <
sém—%M&—%w,
cioe

1
|An _Am|R < _|En - Hm|€2 )
(6%

cosi che A, e convergente ad un qualche limite A € Hr. Ma allora

= limﬁn =limR)\, = R\,

66



cioe v appartiene al range di R che risulta chiuso. Pertanto il range di R deve
essere tutto 2 e quindi range {R} D Ry cosi che se §, = {0y} esistono in
72 i vettori

S, =R7'6, = {Sk} (O Sk <+00);
l

ma allora se 1 =Y ud, € 7, (3 pi < +00) e p= R\, & anche

A= Sy A= Swetue
14

ciod R~! ha una rappresentazione come matrice.

Tra laltro da RS, = {Ry} € 0, Vked S, = R7'6, = {Sw} € ¢*, Vi,
discende che tanto la matrice R quanto R~' = S hanno righe (colonne) in
2.

Infine per una C' generale, soddisfacente C' < D, osserviamo che si puo porre

C — DI/ZRDI/Z

con R matrice di correlazione; ma allora

Ofl — D*l/ZRlefl/Z

cosi che 'operatore C'~! & associato alla matrice

(C™Vnan = Con* SumCol? - (2.2.43)
Osservazione 2.2.6: supponiamo che

Vn, D<Cum=|X.|?<D; (2.2.44)

allora

C=xDeC=<I (2.2.45)
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e se la (2.2.45) ¢ soddisfatto ¢ anche Ho = ¢%; in questo caso C ¢ detto
positivo in senso stretto.

In effetti se vale (2.2.44) ¢

DAA<ATDA<SDAA=DxT,

cosi che C' < D = C < I e viceversa poiché < é una relazione di equivalenza.

Dunque col Teorema 2.2.4 giungiamo alla conclusione che la condizione C' <
D, complementata magari dalla (2.2.44), ci permette di procedere agevolmen-
te ad un calcolo lineare in H xy mediante la rappresentazione di un qualunque
X come X = A\"X; resta naturalmente aperta la questione di come si possa
verificare tale condizione esaminando solo la matrice C'. Torneremo in modo
piu soddisfacente su queste questioni analizzando i cosiddetti processi stazio-
nari; qui ci limitiamo a dare una condizione sufficiente assai semplice anche
se ben lontana dall’essere necessaria.

Lemma 2.2.3: si ponga

|Cn+k n
Pr = sup ’ ; (2.2.46)
noq/ Cn-l—lc,n—l—kcnn
se
0< Y pp < 1 (2.2.47)
- 2
allora C < D con
azl—QZpk,ﬂzl—l—QZpk. (2.2.48)
k

(1 In effetti notiamo che, se ad esempio n € Z,

+o00
MO = Y NCun+2) Y Cuskndnirdn <
n k=1 n

+00
< Z On,n)\i + 22 Z |Crttenl [ Ansr][An] <
n k=1 n
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+o0
S Z Cn,n)\i + 2Zpk Z V Cn+k,n+k|>\n+k| V Cn,n|)\n| S
n k=1 n
+o0
Z Cn,n)\i + QZPk \/Z Cn+k,n+k)\i+k(z Cn,n)\%) -
n k=1 n n

+00
= ATDA(1+2) pi) -
k=1

IN

Analogamente

+oo
A—l—CA Z Z Cn,nAi - 22% \V Cn+k,n+k|)\n,n| Cn,n Z
n k=1
+0o0
> (1 - 2Zpk) ATDA.
k=1

O

Come si vede questo Lemma e basato su una maggiorazione abbastanza grez-
za, ciononostante esso serve a provare che comunque se la correlazione tra
X1k ed X, va a zero abbastanza rapidamente con £ — oo e per ogni n,
allora la nostra condizione puo essere soddisfatta.

Concludiamo il paragrafo stabilendo alcune proprieta utili dello spazio Hx
quando valga la condizione (2.2.45), C' < I.

Lemma 2.2.4: se C =< I allora
1) §:C”11, C’ng”l
2) X ¢boa af
3) VX € Hx vale

X=X"<{(X>=0 <X, X > . (2.2.49)

(1 In primo luogo notiamo che se C’l(mfl) sono gli elementi della rappresentazione
matriciale di C~', chiamato ¢, il vettore corrispondente alla colonna di posto
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kin C~' siha ¢, € (2= He cosi che posto
&= ()" X =& € Hy,

cioe &, definito come
g = Cil& S HK )

e un vettore in Hy. Inoltre

<LXP>=C0'< X, Xt>=C'C=1T, (2.2.50)
cioe £ ¢ b.o.a. a X. Ancora
Ceg = (¢,) 0 =8, ¢, = (C N

ed il punto 1) & provato.
Quanto al punto 2) basta trasporre (2.2.50)
<X, >=1 (2.2.51)

per vedere che X ¢ b.o.a. a §.

Infine notiamo che se C' < I, anche C¢e = C~' < I e quindi
VX € Hx , EII,X:§+1, 7=<X,X >;
anche 3) ¢ allora provato. O
Lemma 2.2.5: sotto le condiziont del Teorema 2.2.4 e
Ur=u"". (2.2.52)
O Ricordiamo che U™'; Hx — H¢ @ per definizione tale che VX = X\
U'X=U'XT)=).

Poniamo 7 = U*X = U* (X)) e proviamo che 7 = A. Ricordiamo che per
definizione di U*, Vu € H¢

(UrX, e =< X,Up >=< X, X p>;

ma allora
(1, )e = (U X, p)e =< AT X, XFp>= (A p)e

e quindi y = A . l
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2.3 La predizione lineare ottimale (caso finito)

Gli strumenti teorici che abbiamo sviluppato nel §2.2 permettono di for-
mulare e risolvere in modo assai semplice il problema di predire linear-
mente una variabile Y € Hy a partire dalla conoscenza di altre variabili
{Y,, £ =1,...,m} € Hx, che consideriamo come osservabili. La teoria qui
presentata e essenzialmente la versione a temi discreti di quella sviluppata
negli anni ’40 e '50 da A. N. Kolmogorov e N. Wiener.

Supponiamo dunque che siano soddisfatte le condizione del Teorema 2.2.4.
Siano poi:

Vi=a; X (=1,...,m;a, € Hc (2.3.1)
delle variabili osservabili che possiamo anche considerare come funzionali

lineari del processo; notiamo che considerando Y = {Y;} come una v.c. in
IR", la (2.3.1) puo essere scritta come

Y = AX (2.3.2)
A:{agk,ﬁzl,...,m,kEZ} .

Ricordiamo che tutte le variabili gia considerate sono per ipotesi a media
nulla, cioe E{Y} = 0.

Inoltre la matrice di covarianza di Y e data da

Cy y=E{Y YT} ={EYY))} = {@Zfogk} = ACA" (2.3.3)

Sia ora Y un’altra variabile di Hx che potra percio essere espressa come
funzione lineare di X,

Y =a"X; (2.3.4)
il problema che ci poniamo ¢ di trovare la migliore approssimazione di Y

mediante una combinazione lineare del vettore delle osservabili Y. Notiamo
che anche per Y si ha E{Y'} =0,

ot =E{Y*} =a"Ca (2.3.5)

e inoltre

Cyy=E{Y Y}=F{AX X*a} = ACq . (2.3.6)
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Osserviamo che tutte le operazioni che coinvolgono la matrice A sono cor-
rette perché coinvolgono un numero finito di prodotti di vettori in Hs con
Ioperatore C'.

Ora si puo anche notare che il problema posto in realta si riduce ad un pro-
blema finito-dimensionale di regressione lineare della variabile Y sulle {Y;};
tale problema visto in Hx e inquadrato nel sottospazio a m + 1 dimensioni
Span{Y, Y} e consiste nel cercare il minimo della distanza

1Y =AY =Y =) Ay |P= (2.3.7)
=1
=EB{(Y - AY)’} =07 —2A"Cy y + ATCyy A = .

Tale minimo & raggiunto dallo stimatore °
V=2Y=CyCyhY (2.3.8)

che geometricamente rappresenta la proiezione ortogonale di Y su Span{Y%, };
chiameremo Y lo stimatore di Wiener-Kolmogorov (W.K.) di Y.

L’errore quadratico medio associato a questo stimatore ¢ dato da

£ = B{Y -V)2=||Y =V |P= (2.3.9)
=YV IP=[Y P = oy —CyvCyyCy v .

Come si vede, data I'interpretazione della distanza in Hx, il nostro stimatore

Y minimizza lerrore quadratico medio di stima tra tutti gli stimatori lineari
e dunque in questo senso e ottimale dal punto di vista statistico.

Osservazione 2.3.1: nella soluzione (2.3.8) (2.3.9) del problema di stima
posto, I'aspetto infinito dimensionale compare solo nella costruzione di o3, Cy y
e Cy y cioe nelle regole di propagazione della varianza-covarianza da C alle
nuove variabili Y, Y;; dunque il Teorema 2.2.4 qui ha lo scopo di assicurare
che qualunque siano Y,Y; € Hx esistono i corrispondenti vettori di coeffi-
cienti g, a, dai quali varianza e covarianza di Y,Y possono essere calcolate
quando pero a,a, siano gia noti e magari siano finito-dimensionali, cosi che

6Si osservi che & Oy y = Oy .
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le (2.3.2) (2.3.5) (2.3.6) siano sempre ammissibili. Il problema posto ammet-
te sempre la rappresentazione (2.3.7). Quanto alla soluzione (2.3.8), (2.3.9)
questa esiste ed e unica chiaramente solo se C'y y € una matrice invertibile.
Notiamo che da (2.3.3) risulta

ACyyA = Ahaf Ca = (3 Aea) T O(Y  Meay)
l k

0k

e tale espressione, per le ipotesi su C', puo essere nulla solo se > A\ja, = 0, cioe
se 1 funzionali che definiscono le osservabili Y, non sono tra loro linearmente
indipendenti. Pertanto facendo I'ipotesi che le osservabili siano sempre linear-
mente indipendenti la matrice (finita e simmetrica) Cy y risulta positiva e
quindi invertibile, cosi che (2.3.8) e (2.3.9) hanno senso.

Osserviamo anche che se Cyy @ positivo, lo & anche Cy'y- cosi che dalla (2.3.9)
risulta -

£ <oy, (2.3.10)

il che rende significativo usare lo stimatore di W.K., Y.

Osservazione 2.3.2: poiché tra He ed Hx esiste un’isometria biunivoca U,
con inverso U*, il problema di minimizzare || Y — A"Y || ha un’immagine
isometrica in Hg, cioe

UY =a, U'(ATY)=U[(A*A)*X] = A%A
la — A" Al¢ = min ;
e questo un problema di minimi quadrati in H¢ con soluzione
A= (ACAY) ' ACa = Cy',Cy v
OVVero R R
Y =UA*A= (A" )X =Cy yCy )Y

Osservazione 2.3.3: quanto visto per la predizione di una singola variabile
Y puo essere facilmente generalizzato alla predizione di un vettore V., di
variabili in Hx. Dunque ora l'informazione di covarianza di V e di cross-
covarianza con le osservabili Y sara data dalle seguenti formule

V =BX (Vy=bfX)= Cy y = BCB* , Cy y = BCA" .
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Per trovare lo stimatore ottimale di V', definiamo

Y = Q+K (0'}2/ = bJrC Zb) y CX Yy — ACBer = OX Kb

ed applichiamo le formule gia viste per lo stimatore W.K., }7; come vedremo
risultera

~

Y =b"

<

con V indipendente da b e con cio il V cosi trovato sara uniformemente
ottimale.

Ora

V=CyyCrlyY. (2.3.11)

Notiamo anche che da

52 = 0'12/ - Cy XC£IXCX Yy —

= b"Cy yb—b*Cy yCy 'y Oy vb

appare pure chiaro che la matrice di covarianza degli errori di stima e data
da

=

B = B{(V-

(V-
yC

)"t =
Cy v . (2.3.12)

Q=
|

<"

Osserviamo anche che un qualsiasj altro stimatore lineare E di V ha una
matrice di covarianza degli errori £ pit grande della E data dalla (2.3.12).

Osservazione 2.3.4: supponiamo che X sia un processo normale; allora
ogni variabile X € Hy e normale perché limite in media quadratica di
variabili normali. In questo caso come ¢ noto la variabile di regressione
E{Y|Y} ¢ una funzione lineare di Y e quindi anche il nostro stimatore
W.K., ¥ ¢ ottimale in tutto £2(), ciod ¢ la funzione di ¥ in £2(Q) che
da luogo alla minima varianza dell’errore di stima.

74



Esempio 2.3.1: sia {X,;;n € Z, Xy = 0} il processo di Wiener descritto
nell’Esempio 2.1.2, cosi che

E{X,} =0 E{X,X,}=no?;

supponiamo per semplicita che o2 = 1.

Supponiamo che si sia osservato il processo al tempo n = 3 ottenendo il

valore
X3 =6 3

vogliamo trovare le predizioni ottimali )?n ed i loro e.q.m di stima.

Notiamo che

n n<3
Cns = E{X, X3} = { 3 n>3
cosi che
s 1 ) 2n n<3
Xn = "3033'X3_{6 n>3
Inoltre

2
2 . 1 _ n—% n<3
gn —Onn Cn3033 C?m, —{ n_3 7"02 3

Si noti che giustamente &3 = 0.

In Fig. 2.3.1 sono riportate sia la curva delle predizioni {X,}, che dell’errore
di predizione {&,}.
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Fig. 2.3.1
R= L = ———
Esempio 2.3.2: sia {X,,n € Z} un processo a media nulla e con covarianza

||
E{XpimXn} =4e 2 .

Si sia osservato il vettore

X 1
v-| 3=
e si voglia stimare
Y =X,
con il suo e.q.m. &,.
Fig. 2.3.2
Xn = ) gn = - -
Risulta
e ! _ 1 €? 1 —e !
OXX:4‘ -1 1 ;C_IX:ZQZ 1‘_61 1 )




e
Cyy =4| Ly
e 2
cosi che
5 o X4 e? [n+1] [n+1]
Y =X :nyC’_1 - = [6_2 —6_2]'
" XY x, e2 — 1 ’

inoltre
2

g2—4 4" 1 (67\n+1| L1l 267@,@71) ‘

Stime X, ed e.q.m. &, sono rappresentati in Fig. 2.3.2.
Esempio 2.3.3: sia X,,,n € Z un processo a media nulla e con varianza
2
Cy = 6_% .

Si e osservato il funzionale del processo

1
Y:§(X_1+X0+X1):1

e si vuole stimare il vettore

e la matrice di covarianza E del vettore degli errori di stima, V — E

Si noti che
1 e 1/2 o2
Cy v = 41 e V2 1 e 1/2
e ? e V2 1

ny == g [3 + 46_1/2 + 26_2]

1+e /24 e2
Ozy =—| 1+ 26_1/2
14+e /242

77



cosi che

<D
I
Q

~!

I
1
=
I
[y
[y
D
Ot
=

1.8696 —0.2806 —1.5894
E=Cyy—CyyCyl =Cyy| —0.2806  0.5611 —0.2806 | :
—1.5894 —0.2806  1.8696

I'ovvia simmetria della soluzione ¢ dovuta al fatto che il funzionale d’osser-
vazione e simmetrico rispetto all’origine n = 0.

Si noti anche che mentre la matrice

O@ = CZ YCYYOY )%
& necessariamente singolare in quanto si sono stimati 3 funzionali (le compo-
nenti di V') da una sola osservazione, al contrario la matrice F non risulta
singolare.

Osservazione 2.3.5: osserviamo che la soluzione al problema di dare la mi-
gliore stima lineare di un vettore stocastico Y, noto un altro vettore stocastico
V, fornita dalle (2.3.11) e (2.3.12), ¢ in sostanza la soluzione di un problema
finito-dimensionale per la quale, una volta assunto

E{V} =0,E{Y} = 0, occorre conoscere solo le covarianze e cross-covarianze

Cyy,Cvy=Cf,,Cyy. (2.3.13)

La connessione tra la teoria dei processi stocastici e le applicazioni di questo
paragrafo sta tutta nelle regole di propagazione.

I~

~ } Oy y=ACBt . (23.14)
Vv

BX(Viy = bhX, b, € Ho)

Estendiamo allora il caso esaminato ad un problema che pur essendo simi-
le alla predizione di funzionali di X da altri noti, ne differisce in quanto
introduce un rumore v nel modello d’osservazione.
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Dunque la variabile Y delle osservabili sara legata al processo X dal modello
lineare

Y=AX+v (Yo=q/X+v) (2.3.15)

con
E{v} =0, E{vv'}=C,, (2.3.16)
E{Xv'}=0; (2.3.17)

v, che rappresenta qui ’errore di osservazione di Y, ¢ a media nulla e spesso
(ma non sempre) & un rumore bianco cosi che C, , = ¢2I; inoltre per sem-

plicita v e assunto linearmente indipendente dal processo X, cosi che vale la
(2.3.17).

Da (2.3.15), (2.3.16) e (2.3.17) si ricava
Cyy=ACA* +C,,, Cy y = ACB" | (2.3.18)

inoltre e ovviamente Cy y = BCB™ come gia nella (2.3.14).

Una volta specificata la (2.3.18) si trova direttamente come stimatore W.K.
di V,

<

=Cyy-CyyY = (BCAY)(ACAT +C, )Y (2.3.19)

con matrice degli errori di stima

E = 0C,,-Cy Xoilx =Cyy= (2.3.20)
= BCB' - BCA'[ACAT +C, z]*lAC’BJr )

Queste formule quando siano applicate al problema particolare,

{ }QZZ.XQ-+IQ {= 1,2,n.]V

Vi X, (2.3.21)

cioe alla ricerca delle stime ottimali X, di X, a partire da osservazioni con
noise, danno

N
Xe= )Y Cu-(C+C, )Y 0=12,...N

k,j=1
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ovvero

X=cMecMic, 'Y, (2.3.22)
dove
CM ={Cy ;0,k=1,2,...N} . (2.3.23)
Inoltre risulta
E=Cc™ —c™MieW™ 4o, 17'c®™ | (2.3.24)

Il problema in questo caso € noto come problema di filtraggio del noise e la
soluzione (2.3.22), (2.3.24) & nota come filtro ottimale di Wiener.

Osserviamo anche che quando C, , = 0, cioe quando non ci sia noise di
osservazione, risulta X =Y e E' = 0, come e logico aspettarsi.

Osserviamo ancora che lo stesso schema, con opportune modifiche della ma-
trice di covarianza, vale anche quando i “tempi” d’osservazione ¢ non siano
regolarmente spaziati come in (2.3.21).

Infine notiamo che la (2.3.24) puo essere anche scritta come

E=C,,—-C, z[C(N) +C, z]ing v (2.3.25)

formula che puo risultare computazionalmente piu semplice, in particolare
quando C, , = o21.

Esempio 2.3.4: sia {X,,,n € Z} un processo a media nulla e con matrice
di covarianza

_J Akl k[ <3
Cn-l—k,n —{ 0 |I€| >3

Supponiamo che si siano osservati i valori di X_;, X; con noise bianco,
0, = 1 e indipendente dagli X; il modello d’osservazione ed i valori osservati
risultano

Yi=X_+vy Yy=2
Yo=X+1 Yoo =2
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Si vuole la predizione W.K. di X, )?n ed il suo errore quadratico medio &,.

Per I'evidente simmetria del problema ci limiteremo a stimare per n > 0. Si

noti che in questo caso V' = X,,,

1402 10 15 —2
CY_‘Q 4‘+‘01 ’CYY_ﬁ‘—25 )
CVV_47
n= 0 1 2 3 4 >5
3 2 1 0 0 0
cee= 15 |3 s | |V o]
cosli che risulta
F I O B O S A B
21 21 21 21 21
E, = |1.1952 | 0.8729 | 1.4800 | 1.6762 | 1.9396 | 2.000

Come si vede dove la correlazione con i funzionali osservati va a 0, cioe per
n > 5, in mancanza di ulteriore informazione, la predizione va pure a 0 e
Ierrore di stima va a 2, cioe al valore quadratico medio del processo.
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2.4 Operatori lineari in uno spazio di Hilbert e loro
rappresentazione matriciale. Propagazione della
covarianza

Ricordiamo in primo luogo alcuni elementi di teoria degli operatori.

L’operatore lineare A in Hy (cioe tale che AX =Y € Hyx, VX € Hy) ¢
limitato se

[AX [[<a|l XI5 (2.4.1)
in questo caso naturalmente A & continuo in tutto Hx ed inoltre si puo porre

A :
[ All=sup e =il AY <o [ X 1), (242

A ammette inverso se

AX =0=> X =0; (2.4.3)
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inoltre A~' & limitato se e solo se

|AX [[> 071 || X ] (2.4.4)
con b opportuna costante maggiore di zero. In effetti se ¥ = AX,
X =AY, la (2.4.4) implica che

X [I= ATy <o Y, (2.4.5)
cosi che
| A7 |=<b. (2.4.6)

Sia ora X = {X,} una base da cui Hx ¢ generato; ad ogni operatore A
lineare limitato possiamo associare la successione

Y = {1} = AX = {AX,} ; (2.4.7)

poiché X ¢ una base in Hy si ha per un opportuno vettore a,,

Y, = atX = (AX), (2.4.8)

cioe g ¢ la riga n-esima dia una matrice infinito-dimensionale A tale per cui
Y=AX =AX (2.4.9)

Osservazione 2.4.1: se X & una base di Riesz e C' < I, a] risulta essere un
vettore in ¢2 cosi che le righe di A sono tutte in 2.

La conoscenza di A & in un certo senso equivalente a quello di A in quanto
ci permette di ricostruire come A agisce su un elemento qualunque di Hy;
infatti se

X=)XeHx(\e?

allora
AX = MAX =)TAX =
(ATA)TX,
ovvero
AX =Y X =)1X, Y:H+X:>A+A:H- (2.4.10)
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Lemma 2.4.1: se A ¢ limitato in Hx, A™ ¢é limitato in He.

[ Essendo A limitato per ipotesi, &€ pure
| A% [|= |ule = [ATAlE < a® || X |l=a® Al (2.4.11)
cosi che AT & un operatore limitato in H¢. O

Osservazione 2.4.2: si noti che vale anche il viceversa del Lemma 2.4.1,
ovvero se AT & un operatore limitato in H¢, allora

X=)MX,YV=(ANX; AX=Y

definisce un operatore limitato in Hx, in quanto

| AX [|=[A"Me < aldle=a || X |

Vale dunque il seguente Teorema:
Teorema 2.4.1: la corrispondenza
As AT

e una rappresentazione algebrica, isometrica rispetto alle norme uniforms di
A ed AT rispettivamente in Hx e in He.

O In effetti se A, B sono limitati in Hy e A", Bt sono le rispettive rappresen-
tazioni matriciali, X = ATX

BAX = B(AT)A)*X = (B*A*A)*X

cioe
BA < BTAT. (2.4.12)
Inoltre, X = A\t X
AX ] [A*Ale
| A [|=sup = sup = |AY| (2.4.13)
x X e
OJ
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Osservazione 2.4.3: come si ¢ visto dal Lemma 2.4.1 se A & un operatore
limitato in Hx, A" ¢ limitato in H¢; in particolare posto

er ATA = (Aep) ™A = pr(D) (2.4.14)

e chiaro che ¢ e un funzionale lineare e limitato su Hc. Se ora supponiamo
che C < I, si ha che Ho = (, e quindi ¢, ha come rappresentazione un
prodotto scalare in £y, per il Teorema di Riesz, pp()) = by A(b, € %), che
confrontata con la (2.4.14) mostra che Ae;, = colyA € (2.

Questa osservazione completa 1’Osservazione 2.4.1 sulla struttura di A. no-
tiamo anche che vale il seguente Lemma:

Lemma 2.4.2: se AT ¢é limitato in He e se C < I, cosi che Ho = (2, allora
anche A ¢& limitato in He.

[0 Poiché He = ¢2 la verifica della limitatezza di A pud essere fatta direttamente
in /2. Basta osservare che

|Aplee = sup (Ap) ™A = sup pFATA < ATl (2.4.15)
R Al=1 -

O

Avendo concluso questa parte generale sulla rappresentazione matriciale degli
operatori limitati, possiamo ora passare ai due risultati principali del para-
grafo. Intanto notiamo che ogni operatore limitato A genera dal processo X
un altro processo

Y = AX = AX ; (2.4.16)

come ¢ ovvio dalla (2.4.16) Y € Hy. Di questo nuovo processo ci interessa
ora capire come sia fatto 'operatore di covarianza e se la nuova successione
{Y,.} possa essere usata come una base, magari una base di Riesz, in Hy.

Teorema 2.4.2: (propagazione della covarianza). Sia A un operatore linea-
re limitato in Hx e sia A(AT) la sua rappresentazione matriciale; [’operatore
matriciale

Cy y = ACA* (2.4.17)

rappresenta la covarianza di Y .



O Basta verificare che

il che implica la (2.4.17). O

Teorema 2.4.3: se X ¢é una base di Riesz in Hy e se Y = AX con A
lineare limitato ed A~ ¢é pure limitato in Hx allora Y ¢é una base di Riesz

0 Rammentiamo che C' < D per ipotesi. Inoltre, essendo A limitato

[ ATY [P= ATCOyy A =[| AN X [P< k| ATX [P= kATOA

ed anche, essendo A~ ! limitato,

IATY 2= AT Cyyd =[| AXTX 2> h || ATX |2= BATCA .

Ma allora
Cyy=<CxD

ed Y e una base di Riesz per il Teorema 2.2.4 O

2.5 Operatori causali e processi con lo stesso ordine
temporale

In questo paragrafo considereremo l'indice k£ di X} come un tempo discreto.
Sia A un operatore lineare e limitato in Hy ed Y = AX.

Definizione 2.5.1: diciamo che A genera una trasformazione causale di X
se vale

AH, C H, , Vn . (2.5.1)

Notiamo che la (2.5.1) essenzialmente ci dice che conoscendo il processo X
fino al tempo n si conosce anche Y fino allo stesso tempo, infatti Y, =
AXy, k < n, appartiene anche lui ad H, e quindi & esprimibile come
combinazione lineare degli X;,7 < n che sono noti.
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Lemma 2.5.1: se A ¢ il rappresentante matriciale di un operatore A casua-
le, allora A é una matrice triangolare bassa, ovvero

Ay, = 0 Ym >n . (2.5.2)

Y, = AX, € H, , (2.5.3)

allora nella rappresentazione matriciale

+0o0
Y, :Q;_X: Z UnmXm

m=—00

deve anche essere
pm =0 VYm >n

se no la (2.5.3) non puo essere verificata. O
Esempio 2.5.1: sia B 'operatore, detto backward, definito da

BX, = X,_1 ; (2.5.4)

e chiaro che per B vale

BH, = H, | C H, (2.5.5)

e quindi B e causale.

Il rappresentante matriciale B di B ha come elementi
bnk = 6n,k+1

ovvero ha una diagonale di 1 sulla prima sottodiagonale principale
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<
—= o
—= o

(2.5.6)

— O
= o
= O

come risulta dal fatto che

biX = npniXe=Xn 1.
k

Osservazione 2.5.1: supponiamo che C' < I, cioe af < C' < (I; allora e
chiaro che B & un operatore limitato in quanto, posto X = AT X

| BX ||2 = | Z)\n-l-an ||2: Z)‘n-i-l)\m-l-lcnm <

g B
< BY XpSoACA=S X

Inoltre anche B~! sard un operatore limitato in quanto

|| BX ||2 = Z)\n+1)\m+lcnm > azAi >

« «
> “AfCA=— || X |? .
> GA A= X

Osservazione 2.5.2: l'operatore B! = F, detto anche forward, ¢ ’opera-
tore che fa scorrere in avanti il tempo del processo X, ovvero

FX, = Xon (2.5.7)

ed ha come rappresentante matriciale
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e

F={fu} = {0nt14} = (2.5.8)

O =

come appare evidente F non & un operatore causale (anzi si potrebbe dire
che F & anti-causale).

Notiamo anche che gli operatori B ed F realizzano tutta 1’evoluzione del
processo X a partire da un singolo elemento, ad esempio da X, essendo

Esempio 2.5.2: sia dato 'operatore

A=1-aB, (2.5.10)

detto operatore autoregressivo di ordine 1; A & un operatore limitato causale
ed inoltre se al < C < (1 e se

la| < \/% (2.5.11)

anche A~! & un operatore limitato casuale. Infatti da (2.5.10) si vede che

il che prova immediatamente che vale la (2.5.5), ovvero che A & causale. Il
rappresentante matriciale di A e
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1[I
—_
-

ed e effettivamente una matrice triangolare bassa. Inoltre vale, usando i
risultati dell’Esempio 2.5.1,

| AX (<1 X | +lal || BX 1< (H |a|\/§> X1,

ovvero A e limitato. Ancora risulta

I AX =[] X || =al | BX [|I= (1— Ial\/§> Xl

che, per la (2.4.4), dimostra che quando la (2.5.11) & soddisfatta A~" & un
operatore limitato. Quanto alla causalitd di A~!, notiamo in primo luogo
che la condizione (2.5.11) garantisce che

g
| aB [|=la] || B [|< |al\g <1;

ne segue che vale la famosa espansione in serie di Neuman
+00
AT =T —-aB)™' =) a"B*, (2.5.12)
k=0
la serie essendo convergente (nella norma uniforme degli operatori) in quanto
n+p n+p ﬂ k/2
e s Yk (2) <
k=n+1 k=n+1
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0

1 1
a 1 O
+o0
A_I—ZakBk_ a® a 1
k=0
a® a®> a 1
a® a®> a 1
a® a®> a 1
ad a®> a 1
ad a®> a 1

che mostra che anche A~! & un operatore causale.

Operatori di tipo autoregressivo ed altri saranno studiati in piena generalita
nel prossimo capitolo sui processi stazionari.

Si puo notare che nei due esempi presentati il comportamento dell’operatore
inverso ¢ difforme; nel caso dell’Esempio 2.5.1, B! non ¢ causale, mentre per
I'Esempio 2.5.2 A! ¢ causale. La situazione ¢ messa in chiaro dal seguente
Lemma:

Lemma 2.5.2: se [l'operatore A istituisce una corrispondenza biunivoca di
H, in sé per ogni n, allora A, che certamente esiste ed ¢ limitato, ¢ pure
causale.

Il Lemma e pressoché tautologico in quanto se A e biunivoca H, < H,,

allora
A'H, C H,
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e percio A™! & causale. O

In effetti ritornando ai due esempi precedenti appare chiaro che

BHn = anl

e quindi B! = F non ¢ causale, mentre

—+00
AfI::E:a@Bk:fLLe>L@
k=0
ed A~! ¢ causale.

Consideriamo ora un altro problema; partendo da un processo X = {X,}
generiamo Y = {Y,,} mediante una trasformazione lineare. La questione
e: possiamo ritenere che il parametro n per Y abbia lo stesso significato di
tempo che per X, ovvero 'ordine temporale di Y & lo stesso di X7

Per rispondere a questa domanda possiamo pensare di usare gli operatori B
od F che generano I’evoluzione temporale di X. Notiamo che dalle definizioni

BXn = Xn—l ) an = Xn+1 )

appare chiaro che B, F sono definiti specificamente in relazione ad X cosi
che si potra anche scrivere B = BY | F = FX.

Il nuovo processo Y avra anch’esso i propri operatori di evoluzione temporale
BY, FY; la questione ¢ se essi coincidono con quelli di X, ovvero se

B=B*=B" e F=F*=F" (2.5.13)
cosl che si possa affermare anche che
BYn =Y, ) FYn = Yn+1 .
Definizione 2.5.2: diciamo che X e Y hanno lo stesso ordine (ovvero la
stessa cadenza) temporale se i rispettivi operatori di traslazione temporale

soddisfano la (2.5.13).

Di certo la (2.5.13) non ¢ sempre vera come mostra il seguente controesempio.
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Esempio 2.5.3: sia X un processo con operatore di backward B = B e sia
A la trasformazione lineare generata dalla matrice

l 0 1

o=
—_ O e eee e

OVVero
Ye=Xy k#0,1
Yo=Xu
Y1 = Xo;
Allora ¢ chiaro da BY # B; infatti
BY, =Y,
per definizione, mentre

B%:BXlzXUZ}/l?éY,I.

Alla domanda di quando X e Y abbiano lo stesso ordine temporale, ovvero
sia verificata la (2.5.13), risponde il seguente teorema:

Teorema 2.5.1: sia X una base di Riesz in Hx e sia

Y = AX = AX (2.5.14)

Y ha la stessa cadenza temporale di X se e solo se A ha una struttura di
Toeplitz, ovvero

A= {ans) = {ans} (2.5.15)
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ovvero la (2.5.14) € un’operazione di convoluzione

Yo=Y anX; (2.5.16)
k

O Se vale la (2.5.16), posto B = B¥, si ha

BY, = Zan—kBXk = Z U Xp—1 = Zan—l—éXé =Y,1,
P

k l

perciod & anche B = BY.

Viceversa se

BY, = Bzan,ka = Z Up fp Xp—1 =
!

%
= E pe1 X =Y, 1 = E Ap—1,0X7¢
¢ ¢

allora, essendo {X,,} una base di Riesz, deve pure essere
Qpo+1 = Qp-114

cioe A e costante lungo le diagonali parallele alla diagonale principale, ovvero
ha una struttura di Toeplitz. O

Corollario 2.5.1: supponiamo che A abbia un inverso limitato D = A™};
allora anche la matrice D = A~ ha necessariamente la struttura di Toeplitz.

O Infatti in tal caso e
X =DY

ed ¢ contemporaneamente BY = B¥X cosi che D deve essere della forma
D = {d,_} per il Teorema 2.5.1. O

Osservazione 2.5.3: se X e Y sono basi di Riesz allora {a, i}, {dr_;}
devono essere vettori in ¢ ovvero

D ap < 400, Y di < +o0. (2.5.17)
k k
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Quindi la condizione A - D = I, ovvero

Zan,kdk,j = 5nj (2518)
k

puo essere studiata con un opportuno strumento come la trasformata di
Fourier.

In effetti moltiplicando la (2.5.17) per ™™ ¢ sommando su j si trova '

—i2mjt —i2mkt
E Ap—k E dk,je It = E Ap—k€ .
k J
. § :dl67,27rlt = 67227rnt § :am67,27rmt . § :dlez%rlt =
V4 m l

= 2 :6—127r]t5nj = 6—127mt :

J
questa identita ci dice che le funzioni
a(t) — Z ak6i27rkt ,d(t) — Z dk6i27rkt ,

che certamente sono in L? (0,1) in conseguenza della (2.5.17), devono essere
tali che

a(t)-d(t) =1, te0,1]. (2.5.19)

La (2.5.19) costituisce uno strumento sia teorico che pratico per lo studio di
D. Infatti la (2.5.19) ci dice che A" sard un operatore limitato se

d(t) = [a(t)] ! (2.5.20)
¢ una funzione in L?(0, 1), cid che si verifica ad esempio se

a(t)] > a>0;

"Lo scambio della somma @ reso lecito dalle condizioni {a,}, {d,} € ¢*.
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inoltre quando tale condizione sia soddisfatta i coefficienti dy che permettono
di costruire D possono essere ricavati anche numericamente come coefficienti
di Fourier della a1(t) ovvero da

dy, = /Ole“”’“[a(t)]ldt : (2.5.21)

Osservazione 2.5.4: quando A & contemporaneamente causale e tale da
mantenere I’ordine temporale, devono valere contemporaneamente le relazio-
ni

Qp,k = Gp—k an,k:()a k>n7
cosli che si ha
n +oo
Yn == Z Ap—k = Xk == Zaan,k . (2522)
k=—00 k=0

2.6 Innovazione; processi regolari; decomposizione di
Cholesky

Associato ad un processo X = {X,,} ed al tempo n con il suo naturale senso
di scorrimento definiamo un nuovo processo {¢,} = ¢ detto innovazione di

X.

Definizione 2.6.1: supponiamo che

Xn ¢ H(n,l) s Vn (2.6.1)
€ poniamo
)/fn =P, X, (proiezione ortogonale su H, 1))
En = Xn—Xun |,

osservando che risulta sempre €, # 0 per la (2.6.1); il processo {e,} ¢é allora
definito da

Xn_)?n

= (2.6.2)

En =
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Notiamo che in sostanza ¢, e il vettore che definisce il complemento ortogo-
nale di Hy,_y) in H,; ne segue che {¢,} ¢ una successione O.N. in quanto
se m # n, ad esempio m < n, g, L H,—1) D H(y) mentre g, € Hyp.

Ci si puo chiedere se {¢,} oltre ad essere O.N. in Hx sia anche completa; lo
studio di questa questione ha portato alla definizione di processo regolare.

Definizione 2.6.2: il processo {X,} = X é regolare se

H. = H=0. (2.6.3)

A riguardo vale il seguente Lemma.

Lemma 2.6.1: se X non e regolare, allora H ¢ temporalmente invariante,
0vvero

BHCH . (2.6.4)

OSe X € H = \H, allora BX € (\BH, =( |H,-1 = H. O

Si noti anche che H, come intersezione di sottospazi chiusi € a sua volta un
sottospazio chiuso di H.
Possiamo ora provare il teorema fondamentale sul problema della completez-

Za.

Teorema 2.6.1: per Hx vale la decomposizione in spazi complementari or-
togonali

{ Hy = H ®[Span{en}]
~ (2.6.5)

]:[ 1L [Span{e,}] .

O Poiché Hx = [UyHny] si puo dimostrare il Teorema provando che VN

Hny = H®[Span{en,n < N}]
H L [Span{e,,n < N}|.
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A sua volta per vedere cio basta provare che

a) h € H=<h,e, >=0 Vn < N
b)hEH(N),<h,6n>:0 Vn<N=he€eH.

a)h€ H=he€ H,, Vm ; dunque fissato m,h € Hy, 1) =
=< h, e, >=0; percio h L [Span{e,,n < N},

b) in primo luogo si noti che essendo Hyy una successione crescente vale
MNoen HNy =\, Hn) = H;orase h € Hyy, < h,ep, >=0 Vn < N, allora

< h,ey >=0= h € Hpy_1); ma ¢ anche < h,exy_; >=0=h € Hy_g e
cosl via; percio

n<N

O

Corollario 2.6.1: il processo £ = {e,} costituisce una base ortonormale e
completa in Hx se e solo se X e regolare.

Come sempre nei paragrafi precedenti, anche qui troviamo che se vale la
condizione che {X,} sia una base di Riesz in Hy, allora la situazione si
semplifica.

Teorema 2.6.2: se X = {X,,} ¢ una base di Riesz in Hx, ovvero se C' < D
(oppure addirittura C < I), allora ¢ = {e,} é una successione ortonormale
completa in Hx ed il processo X é regolare.

O Ricordiamo che

Hpy=Hg 1y ®H"™D ;. Hy = H ) & [A,]

ove [A&,] & lo spazio monodimensionale generato da &, che a sua volta &
ortogonale ad H_ ).

Ricordiamo anche che per il Teorema 2.2.4 se C' < D {&,} & una base di
Riesz, completa in Hy. Allora

{X€H_,, W}={Xe[H_n}=><X,5>=0,Yn,=X=0,
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ovvero e

NHem =0
n
Ma in questo caso risulta

i] = mH(n,I) - mH(””) =0

cioe X @ regolare ed {¢} e completa per il Corollario al Teorema 2.6.1. [

Osservazione 2.6.1: se C' < [ anche il processo ottenuto da X invertendo
il tempo e regolare in quanto

n n
e quindi anche la successione dell’innovazione “all’indietro” risulta ortonor-
male e completa.
Osservazione 2.6.2: per costruzione (cfr. (2.6.2)) appare ovvio che

Span{en,n < N} € Hy

cosi che, se C' < D(C < I), per il Teorema 2.6.2 & pure
[Span{e,,n € N}| = Hyyy . (2.6.6)

Ma allora Vn si potra porre

Xo= > Myey, (2.6.7)

k=—00

essendo X, L {e,41,8n12,...}.

La (2.6.7) si scrive in forma matriciale

X = Me (2.6.8)

con M triangolare bassa e dunque rappresentante di un operatore causale
M., definito dalla relazione

Me, = X, (2.6.9)
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Teorema 2.6.3: ['operatore causale M con rappresentante M realizza la
decomposizione di Cholesky della matrice di covarianza C' del processo X,
0vvero

C=MM" (2.6.10)
con M triangolare bassa.

[ Basta osservare che C, . = I ed applicare la propagazione della covarianza a
(2.6.8). O

Esempio 2.6.1: sia {X,,n > 1} un processo con covarianza
1
C

11
2 2
3

=~ W DN =

la decomposizione di C' come in (2.6.10) ¢ operata mediante la matrice M

1
11 0
c=1111

corrispondente a
n
Xn = E Ek -
k=1

Si osservi che in questo caso M ' = A pud essere trovata esplicitamente e
risulta

1
-1 1 0
A y-lo]| 0 -1 1 ;

con questa matrice si puo invertire la (2.6.8) e trovare che

§:AX7 gn:Xn_anla
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che costituisce la forma cosiddetta autoregressiva del processo X.

Esempio 2.6.2: sia {X,} un processo con covarianza

si noti che C' ha struttura di Toeplitz.
E facile verificare direttamente che C' = MM+ con M data da

ovvero

0
1 0 o~
k ok
> n
a 1 0 k=0

+o0o
Xn = E aksn_k .
k=0

Anche in questo caso M puo essere invertita dando luogo alla forma regressiva

corrispondente a

c=AX

Ep — Xn — Can,I

—a 1 =I1—-aB .
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Esempio 2.6.3: sia {X,,} un processo con covarianza

14+a> —a 0
C = —a 14+d*> —a )
—a 14+ad®> —a

0

e facile verificare che in questo caso

M = —a 1 =] —aB

mentre risulta

0
1 0
. +00
A=yt=| oo b0 = d*'B".
o a1 o
a a> a 1 0

Si noti che essendo C' una matrice con banda finita di ampiezza 1, altret-
tanto succede ad M, confermando cosi questa regola della decomposizione di
Cholesky valida in dimensione finita.

2.7 1l problema della predizione lineare ottimale; caso
infinito
Riprendiamo qui la trattazione del problema visto nel §2.3, generalizzato in

questo caso all’ipotesi che si conoscano infiniti valori del processo X, per
tutti i tempi m < n, e che si voglia predire il processo stesso al tempo n + k.
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Da un punto di vista astratto lo stimatore lineare e facilmente determinabile;
in effetti se chiamiamo

(Xoik)n = PoXpsk (2.7.1)

con P, proiettore ortogonale su H,, il principio di Wiener-Kolmogorov di mi-
nimizzazione della distanza tra X, x, che dobbiamo predire, ed una funzione
lineare delle osservabili, il predittore,

)?TH»IC - Z )\me ) ()?nJrk € Hn)

m=—0oQ
ha come soluzione precisamente

Xoir = (Xnir)n - (2.7.2)

Se poi teniamo conto che & anche

H, = [Span{X,,,m < n}| = [Span{em,m < n}], (2.7.3)

e che {¢,,} ¢ O.N.C,, si vede che il risultato (2.7.2) puo essere posto sotto la
forma del Lemma seguente:

Lemma 2.7.1: il miglior predittore lineare di X,y secondo il criterio di
Wiener-Kolmogorov, basato sulla conoscenza di {X,,, m < n} é dato da

(Kottdn = >, Muskmem (2.7.4)

m=—00

inoltre Uerrore quadratico medio di stima E2,, , & dato da

n+k
grzz-l-k,n :“ Xn-l-k - (Xn-i-lc)n ||2: Z Mr%-i—lc,m . (275)

m=n+1

(1 In effetti e chiaro per quanto detto che

n
(Xn+k)n - Z < 5m7Xn+k > Em ,

m=—00
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che congiuntamente alla relazione

n n+k
m=—00 m=n+1

tenendo conto dell’ortonormalita degli €, prova tanto la (2.7.4) che la (2.7.5)
0

Naturalmente la (2.7.4) ci offre una soluzione sensata solo nella misura in cui
si sia capaci di calcolare €,,, m < n, dati X,,,, m < n.

Allo scopo di risolvere il problema proviamo il seguente Lemma sull’operatore

M.

Lemma 2.7.2: sia C < I, allora sia M che M~' = A sono operatori
limitati in Hx e quindi ammettono rappresentanti matriciali M, M~' = A;
inoltre A ¢ causale, cioé A é triangolare bassa.

[0 Sia X = pte; risulta

MX = ptMe = pt X = p*Me = (M*p)te,

cosl che ricordando che £ ¢ O.N.C.,

| MX |3 = p" (MM )= Cpu< pp = X I3, 5 (2.7.7)

dove a < b significa che (%) e una quantia positiva limitata sia superiormente
che inferiormente. La (2.7.7) dimostra che M e M ™! sono limitati. Inoltre,
ricordando la (2.7.3), si vede che M crea una corrispondenza biunivoca di
H, in sé stesso e quindi per il Lemma 2.5.2 M~ & causale, cioe M~! &
triangolare bassa. O

In conseguenza di questo lemma si puo porre

e=M'X=AX (2.7.8)
OVVero
Em= Y Am; Xj. (2.7.9)
j=—00
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Usando questa soluzione nella (2.7.4) ed invertendo le sommatorie troviamo
la forma esplicita dello stimatore ottimale

n

(anrk)n: Z [ZMn+k,mAmj
m=j

j==o0

X; . (2.7.10)

Si noti che nella (2.7.10) risulta sempre j < n cosi che i coefficienti in paren-
tesi quadra sono ben diversi da d,4 j, che risulterebbe dal prodotto di una
intera riga di M per una intera colonna di A.

In ogni caso con le (2.7.10), (2.7.5) il problema della predizione lineare ¢
risolto a partire da X mediante il calcolo di M e di A = M™!.

Riprendiamo a questo proposito gli esempi visti nel §2.6.

Esempio 2.7.1: sia X come nell’Esempio 2.6.1 e si cerchi la predizione di
X3 dati X7, Xy. Dalla (2.7.10) risulta

(553) = (M31A11 + M3pA21) X1 + (M3 A29) Xo = X ;

si osservi anche che

()?m)2 = X2 per m > 2.

Lo stesso risultato poteva immediatemente essre ricavato dalla forma auto-

regressiva
X3 = X2 + &3

da cui appare chiaro che
()?3)2 - X2 y 5372 == ]_ .

Esempio 2.7.2: supposto X come nell’Esempio 2.6.2, cerchiamo ()?nﬂ)n.

Notiamo che
Mn+1,mAn,m =a-1=a

mentre

Myiipn1An_1n1+ My An1p = a*-1+ a(—a) =0
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e cosi via per tuttii j <n — 1.

Percio
ed inoltre

Di nuovo la stessa conclusione poteva essere derivata dall’equazione autore-
gressiva
Xn_|_1 = aXn + En -

Esempio 2.7.3: supposto X come nell’Esempio 2.6.3 cerchiamo
(Xn+1)n ) (Xn+2)n; risulta

+oo

()?n—l—l)n = _azaan—k

k=0
(Xn+2)n - 0 .

In questo caso il risultto si giustifica osservando che

Xn+2 =&n42 — A€p41

~

cosi che X, 1o L H,, cioe (X, 42)n, = 0.

Inoltre dalla forma autoregressiva ¢ = AX si vede che

2
Xn+1 = E&pt1 — CLXn —a Xn—l ce

ed essndo ¢, L H,, la formula di predizione di ()A(nﬂ)n ¢ corretta.

2.8 Un’applicazone al filtro di Kalman-Bucy

In estrema sintesi quanto sin qui fatto sul problema della predizione lineare
ottimale puo essere riassunto da due affermazioni:

e il predittore lineare ottimale di una variabile in Hy, sulla base di osser-

vazioni, ¢ dato dalla proiezione ortogonale della variabile stessa sullo
spazio lineare generato delle osservabili
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e tutte le informazioni utili sui prodotti scalari in Hx sono contenute
nella matrice C'; quando poi sia C' < I tutte le regole di calcolo lineare
finito-dimensionale si riportano senza cambiamenti di forma anche in
infinite dimensioni (propagazione della covarianza, Cholesky, ecc.)

Vediamo ora un’applicazone di questo principio di proiezione ortogonale ad
un particolare schema, detto di Kalman-Bucy, che noi analizziamo solo in
versione lineare ed a tempi discreti n =0,1,2, ...

L’importanza di questo “filtro” sta nella sua versatilita nella modellizzazione
di sistemi lineari in evoluzione dinamica, nella estrema semplicita dei conti
richiesti e nella possibilita, proprio per la seplicita dei calcoli, di implementare
la predizione ottimale in modo ricorsivo in tempo reale.

Il modello che analizzeremo e costituito dalla equazione di evoluzione di un
sistema descritto tramite un vettore (finito-dimensionale) detto vettore di
stato X, dipendente dal tempo n; all’istante iniziale per semplicita suppo-
niamo che il sistema parta da uno stato X, noto. Parallelamente, a partire
dal tempo n = 1, si compiono sul sistema delle osservazioni raccolte in un
vettore Y che sono esclusivamente funzioni lineari dello stato X, allo stesso
tempo.

Il modello & dunque
Xn—i—l =Dpni X, + Gn+1§n+1

Y, =4 X+ Moy,

D,, 1 matrice della dinamica del sistema
A, 11 matrice delle osservazioni

g,, disturbo del sistema

v,, errore di misura;

su £ e v vengono fatte le seguenti ipotesi:

E{e,} =0, B{g,gh} = dmnEn (2.8.3)
E{v,} =0, E{v,v,} = 6mnlNy (2.8.4)
E{e,vm}=0. (2.8.5)

Facciamo subito tre osservazioni.
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Osservazione 2.8.1: lanatura fisica di g,,, ovvero di disturbo di sistema che
guida I’evoluzione di stato, e in genere diversa da quella di v,, che rappresenta
solo un disturbo dell’osservazine del sistema.

Ad esempio se X rappresenta una particella sospesa in un liquido descrit-
ta mediante 6 gradi di liberta (posizione, velocita) mentre Y rappresenta la
misura ottica della sua posizione, £ puo essere la somma degli impulsi eserci-
tati in 1 secondo sulla particella dalle molecole del liquido (moto Browniano)
mentre v rappresenta ’errore della misura ottica.

Osservazione 2.8.2: quando la matrice d’osservazione A, sia invertibile in
tutti i tempi, lo schema (2.8.1), (2.8.2) puo essere ridotto all’evoluzione della
sola variabile Y | tramite ’equazione

XnJrl = An-l—an-HA;lKn + An+1Gn+1§n+1 +
+Mn+lzn+1 - An+1Dn+1A;1MnZn .

Questo pero non e affatto un caso generale, come gia I’esempio dell’Osserva-
zione 2.8.1 mostra.

Osservazione 2.8.3: ’equazione dinamica (2.8.1) non contiene una succes-

sione di forze esterne F',, non stocastiche, come invece di solito si ha fisica-

mente. Tuttavia essendo la (2.8.1) lineare, non e necessario trattare la parte
deterministica, osservando che se

posto

X, =X, +0X,
XOTL#»I = Dn-l—ll(m +En 5 100 - 0

la componente stocastica §.X,, torna a soddisfare la stessa equazione (2.8.1)
senza termine forzante.

Il problema che vogliamo risolvere ¢ quello di dare una predizione linea-

re ottimale (X, ;),4+1 di X, basata sulla conoscenza della sequenza di
osservazioni Y, Y,,... Y, ;.
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L’idea e quella di risolvere il problema iterativamente aggiornando la miglior

~

predizione (X, ), (cioe basatasuY,Y,,...Y ) conl'introduzionediY’, . ;
anzi se (Y, )n € la proiezione di Y, sullo spazio generato da Y,,...Y.

n’

si potra cercare (X, )p41 come

~ ~

(Xn—l—l)nJrl = (Xn—l—l)n + §n+1 (286)

dove la componente £ & funzione (lineare) solo dell’innovazione
XnJrl - (XTH»I)TH

§n+1 = An-l-l{KnJrl - (Xn+1)n} ) (287)
la nostra incognita sara precisamente A, ;. Se chiamiamo

H, = Span{Y,,...Y, } , (2.8.8)

possiamo osservare che ¢, v, sono ortogonali ad H,, Vm > n. Pertanto

dalla (2.8.1) si ha

m

~

(X, )0 = Dusi(X,)n (2.8.9)

La stima (X)), ha come errore di predizione

e noi supponiamo per ora di conoscere la covarianza

Quin = E{e,nenn} - (2.8.11)

Sottraendo dalla (2.8.1) la (2.8.9) si trova lerrore di predizione di (Xnﬂ)n,
ovVVero

Qn-}-l,n = 1n-i—l - (Xn-i-l)n = Dn+1§n,n + Gn+1§n+1 . (2812)

Inoltre utilizzando la (2.8.2) si vede che

~ ~

(Zn-i—l)n - An+17 (Xn_H)n (2813)
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che sottratta alla (2.8.2) stessa da
Vi1 — (Xn-u)n = An+1§n+1,n + Mpy1Vy - (2.8.14)

Usando in sequenza le (2.8.14), (2.8.7), (2.8.6), (2.8.10) si arriva all’equazione
Cntin+l = (f - An+1An+1)Dn+1§n+1,n — N My, (2.8.15)

Osservando che ¢, ., €, ,, € v, sono tra loro incorrelati, ovvero ortogonali,
possiamo propagare la covarianza di e, ,,(Qn,n) a quelladi e, 41 (Qni1,n41)
tramite le (2.8.15), (2.8.12) trovando

Qn+1,n+1 = ([ - An-l—lAn—I—l)Kn(I - A;i;_l_lA;L_l) + (2816)
A1 My Nyt M AT

dove

K, = E{€n+1,n€:{+1,n} = Dn+1Qn,nD:{+1 + GnHEnG:;H (2.8.17)

Ora notiamo che
TTQTH-LTH-l = E{|§n+1,n+1|2}

e precisamente ’errore quadratico medio di predizione che deve essere mini-
mizzato secondo il principio di Wiener-Kolmogorov. Dalla condizione

min I'rQn+1,n+1
An+1

ricaviamo l’equazione

A1 = Ko Al (At KA+ My Ny M) (2.8.18)

Da A, 11 inizia 'iterazione secondo il seguente schema: suppongo di conoscere
(Xn)n € Qn,n € pol

e dalla (2.8.9) calcolo (X, ,)n

~

e dalla (2.8.13) calcolo (Y, 1)n
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dalla (2.8.17) calcolo K,

dalla (2.8.18) calcolo A, 41

dalla (2.8.7) e dalla (2.8.13) calcolo Ei

~

dalla (2.8.6) calcolo (X, )n+1-

e dalla (2.8.16), dalla (2.8.17) e dalla (2.8.18) calcolo Q41,041

Cosi un ciclo & completato.
Lo schema parte dalla posizione

{go)igiﬂ . (2.8.19)

[llustriamo questo procedimento con un esempio estremamente semplice,
benché fisicamente significativo.

Esempio 2.8.1: si ha un sistema a 2 gradi di liberta, per esempi una par-
ticella su un asse, che si muove sotto la spinta di impulsi casuali non cor-
relati nel tempo, partendo dall’origine in quiete. Discretizzando nel tempo
I’equazione del moto

T=c

si ha I’equazione

Tp+1 = 2.’L'n — Tp_1 + En+1 (2820)

che, come si vede connette tre tempi diversi

Per ricondurci alla forma (2.8.1), ovvero ad un’equazione alle differenze pri-
me, poniamo

Ty

(2.8.21)

)

Tp1 — T

ovvero il vettore di stato costituito da posizione e velocita della particella.
Con questa posizione si puo riscrivere ’equazione (2.8.20) nella forma

X _ Tnt1

1 = (2.8.22)

Tn+2 — Tn
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11 Ty 0
= ‘0 1 ‘ Tt — Tp +‘ 1 |5+t (2.8.23)
= Dn—l—lln_'_Gn-i-lgn—l—l (2824)

Dalla (2.8.24) si vede che
11 0
Dn+1 = ‘ 0 1 ‘ GTL+1 = ‘ 1 ‘

ed inoltre, supposto che ¢, sia un rumore bianco,
_ 2
En+1 =0, .
Ora supponiamo che si osservi la velocita della particella, il che e fisicamente

possibile mediante 1’effetto Doppler; I’equazione d’osservazione discretizzata
si puo allora scrivere

YTL+1 — .’I/'n+1 - xn + VTL+1 (2825)
— An+1Xn + Vn+1

dove sara ovviamente
A =[1 1]

2
MTL+1 = 1 , NTL+1 :UV .

Lo stato iniziale del sistema (particella) in quiete sara poi

XO = 0 QO,U - 0 . (2826)

Applicando le operazioni descritte nel paragrafo, troviamo il filtro di Kalman
definito iterativamente nel seguente modo: posto

dn Tn
T'n Pn

Qn,n =

~

e supposto di conoscere (X, ), cido che puo essere inizializzato con (2.8.26)
tenendo conto che (X)) = X = 0, si trovano (X, )n+1 € @Qni1,n41 con le
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posizioni

An+1

An—i—l

~

(XnJrl)nJrl

Qn+1,n+1

o

kyn 0,
l, hy

Gn +Dn+2ry, Th+ Dy
Tn + Dn Pn + 02

qn + 4pp + 4r, + ag

a, 5

v G =1 2(,00)

11 o

0 ‘ (X +&, 44

n+1 Tn+1 —

'n+1 Pn+1

1—a, —a, k., ¢, 1—a,
—b, 1-1b, l, hp, —ay,

2 a% anbn

V| apb, b2
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3 I PROCESSI STAZIONARI

3.1 Processi stazionari in senso stretto

In termini qualitativi un processo a tempi discreti e stazionario se esso e
indistinguibile, quanto a distribuzione in IR, ® da un qualsiasi altro processo
ottenuto dal primo per traslazione temporale.

Definizione 3.1.1: sia X un processo in IR° con distribuzione di probabilita
Px su B(IR®); posto

Y =BX , (3.1.1)

Py - PX ) (312)

ovvero se VA € B(IR?)
Py(A) = Px(BA) = Px(A) (3.1.3)

Osservazione 3.1.1: se X e stazionario in senso stretto allora tutti i pro-
cessi ottenuti da X per traslazione temporale, ovvero

Y=B"X Vkez, (3.1.4)

hanno la stessa distribuzione.
[0 Infatti VA € B(IR®), per k > 0
Py(A) = Px[B*(A)] = Px[B(B* 'A)] =
= Px[B"'A] = Px[B*7?A]... = Px[A] (3.1.5)

per la (3.1.3). Se k < 0 invece, basta riscrivere la (3.1.3) come

Px(A) = Px(B™'4)

e ripetere lo stesso ragionamento U

8In tutto questo paragrafo prendiamo come IR® lo spazio lineare delle successioni
illimitate nei due sensi
z={x,; n=0,£1,£2...}.
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Osservazione 3.1.2: poiché una distribuzione di probabilita su B(IR®) e
definita per il Teorema di Kolmogorov dalle probabilita su C, ovvero VC' €
RN={z=...0,2,...25,0...;(21,...7y5) € C}

Px(C) = Pn(C) (3.1.6)

condizione necessaria e sufficiente affinché valga la (3.1.3) VA € B(IR®) & che
la stessa relazione valga VC' € B(RY),VN.

Cioe X e Y devono avere le stesse distribuzioni marginali, ovvero

(X0)7 (X—la XO) Xl)) (X—27 X—l) XO) Xl) X?)

ecc. devono avere le stesse distribuzioni di

(X—l)a (X—27 X—l) XO)(X—37 X—?) X—la XO, Xl)

Usando poi U'invarianza nella forma generale (3.1.4) si vede che le seguenti
successioni di variabili

(X0, (X0), (X0) ...
(X oy X 1), (X1, Xo), (X0, X1) ...
(X gy Xy X ), (X oy X1, Xy), (X4, Xo, X1) ..

devono avere le stesse distribuzioni di probabilita rispettivamente in R', IR?, IR®
eccetera.

E facile vedere che cio comporta anche che per ogni n-pla iy, .. .1, le variabili

(X,

iy X )~ (X gy Xy k) (3.1.7)
hanno identica distribuzione Vk € Z.

Osservazione 3.1.3: quando in particolare le distribuzioni marginali di X
siano esprimibili per mezzo di densita di probabilita , si avra per la (3.1.7),

fxo(@) = fx,(2) = fx_, (@) = ... (3.1.8)
ed ancora

fXOch (xay) = anXnJrk (xay) ) Vne Z. (319)
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In particolare dalla (3.1.8) discendono le relazioni

E{X,} =0, E{X?}=Cy=0" VnezZ (3.1.10)

mentre dalla (3.1.9) si ha che

E{Xn+an} = Cn—l—k,n =C} \V/’I”L, keZ. (3.1.11)

Come si vede la seconda delle (3.1.10) e le (3.1.11) dicono che la matrice di
covarianza C' di X & costante sulle diagonali parallele alla principale, ed e
quindi dimostrato il seguente Lemma:

Lemma 3.1.1: ['operatore matriciale di covarianza di un processo X stazio-
nario in senso forte ha la struttura di Toeplitz.

Notiamo ancora che la proprieta di stazionarieta in senso forte, riguardo
I’invarianza temporale di un processo, € una proprieta assai restrittiva; in
effetti per descrivere un processo stazionario e necessario per cosi dire un
numero molto piu piccolo di distribuzioni marginali in quanto queste devono
soddisfare le relazioni (3.1.7).

Questa proprieta della condizione di stazionarieta forte ¢ ben caratterizzata
da un teorema sull’operatore di traslazione temporale B esteso in questo caso
a tutto lo spazio £L*(X).

Definizione 3.1.2: sia

Y =g(X) e LX) ; (3.1.12)

definiamo

BY = Bg(X) = g(BX) . (3.1.13)

Notiamo che la definizione e coerente con quella data per le funzioni lineari
g(X) = A"X in Hx. Vale allora il seguente Teorema:

Teorema 3.1.1: [‘operatore B relativo al processo stazionario in senso forte
X, ¢ unitario in L?(X).
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[0 Infatti risulta
| BoX) [ = PEABX)} = [ o*(BX)Ps() =

= [ P 0aRE Y = [ irs) -
= BE{g*(X)} = g(X) || . (3.1.14)

QQuesta stessa proprieta potrebbe essere enunciata in modo anche un po piu
generale come proprieta dell’operazione di media Ex sulla distribuzione di X,
dicendo che Ex ¢ invariante per traslazione temporale, ovvero che Vg(X) €

LY(X)

E{Bg(X)} = E{g(BX)} = E{g(X)} . (3.1.15)

Esempio 3.1.1: un processo X con componenti indipendenti ed identica-
mente distribuite, cioé un rumore bianco, ¢ stazionario in quanto fissata la
n-pla (i1 ...i,) ed il cilindro C di base {z;, € I1,...x;, € I,} con I intervalli
(ax, b in IR, se inoltre chiamiamo Py(I) la distribuzione di X in IR,

P{XecC} = []p() =
= P{BKG C} :P{Xil—l S ]1"-Xin—1 S In} .

Esempio 3.1.2: (processo normale). Ricordando I’Esempio 1.6 del
Cap. 2, consideriamo un processo normale X a media nulla e con covarianza
C' del tipo Toeplitz. Presa ora una n-pla (iy,...1,) ed il corrispondente vetto-
re (X;,,...X;,), ne chiamiamo C,, la matrice di covarianza (n-dimensionale),
con elementi

(Cn)ek = Ciypiy, -
Notiamo anche che il vettore (X; 1,...X;, 1) ha esattamente la stessa
matrice di covarianza C,, e quindi la stessa distribuzione su IR".

Ora, dato un borelliano A in IR', per un qualsiasi cilindro C' con base
(@i, ...x;,) € A, risulta

1 i
P(X €)= -1/2z7Cy T 3
(_ = ) /AQﬂ.n/z(defC’n)lﬂe T
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evidentemente P(BX € C) ha lo stesso identico valore di P(X € C) perché
la forma della densita di probabilita e la stessa. Dunque un processo normale
a media nulla e con matrice di covarianza di Toeplitz e stazionario in senso
forte.

3.2 Processi stazionari in senso debole

Come si e gia visto nel Lemma 3.1.1 un processo X stazionario, come sempre
a media nulla, ha una matrice di covarianza con la struttura di Toeplitz o,
equivalentemente, i prodotti scalari in Hyx

< Xpyi, Xp>=C) Vn,keZ (3.2.1)

dipendono solo da k.

Poiché in questo testo ci limitiamo a sviluppare una teoria cosiddetta del
secondo ordine lavorando sostanzialmente nello spazio Hx, la cui struttura e
intimamente legata alla forma di C, viene naturale chiedersi quali proprieta
siano garantite dalla sola condizione (3.2.1).

Definizione 3.2.1: un processo X a media nulla é detto stazionario in senso
debole (ed in seguito lo chiameremo semplicemente stazionario) se la sua
matrice di covarianza C soddisfa la condizione di Toeplitz (3.2.1). In tal
caso la funzione Cy, = C(k), definita qui per gli argomenti interi k, é detta
funzione di covarianza.

Dalla Definizione 3.2.1 appare chiaro che ogni processo stazionario in senso
forte lo e anche in senso debole, il viceversa tuttavia non e affatto detto come
mostrato dal seguente controesempio.

Esempio 3.2.1: sia {X,,} un processo a componenti indipendenti con le
componenti pari con densita di probabilita

XO,X:tQ, A fo(l‘) 5

mentre le dispari hanno densita di probabilita

XilaXiB e Y fl(x) .
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Supponiamo che fy, fi siano diverse tra loro ma tali che per entrambe

E{X}=E{X}=0, B {X’}=E{X?*}=1.

Allora il processo X ha ovviamente media nulla, covarianza C' = I e nello
stesso tempo non e stazionario in senso forte perché le componenti pari hanno
distribuzioni monodimensionali diverse dalle componenenti dispari.

Lemma 3.2.1: [l'operatore matriciale C' ha la struttura di Toeplitz se e solo
se

BCB"=C & BC =CB (3.2.2)

011 Lemma puo essere dimostrato per applicazione diretta del prodotto BC BT,
Cit1et1 = (BCBY)ip1 g1 = Cig - (3.2.3)
O

La relazione tra questo Lemma ed i processi stazionari sta nel fatto che X e
stazionario se e solo se la sua covarianza C' e di Toeplitz ma ¢ pure stazionario
se e solo se posto Y = BX,Y ha la stessa covarianza di X, cioe

Cy y=BCB"=C,

che appunto coincide con la (3.2.2).

Osservazione 3.2.1: il fatto che la matrice di Toeplitz C' commuti con B,
come nella seconda delle (3.2.2), & parte di un risultato molto piu generale che
concerne l'algebra delle matrici di Toeplitz che, ricordiamo, corrispondono ad
operazioni di convoluzione.

Tale risultato deriva tra ’altro dal fatto ovvio che una qualunque matrice di
Toeplitz T puo essere messa nella forma,

T= > tB; (3.2.4)

infatti B¥ & una matrice con coefficienti nulli dappertutto fuorché sulla k-
esima diagonale dove valgono 1, pertanto ¢ e il valore costante dei coefficienti
di T' che stanno su tale diagonale.
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Viceversa la (3.2.4) rappresenta sempre una matrice di Toeplitz. Poiché la
conoscenza di T' e ovviamente equivalente alla conoscenza del vettore £ =
{tx}, cioe di una sua riga, tra le matrici 7' si puo introdurre una nozione di
norma, mutuata da una norma per t; a noi in particolare interessa la famiglia
71 di matrici T' del tipo (3.2.4) per cui

+o0o
It lhi= D Il < 400 (3.2.5)

k=—00
Vale allora il seguente risultato:

Lemma 3.2.2: la famiglia Ty é un’algebra commutativa, ovvero VT,V € Tq

TV =VTeT. (3.2.6)

Usando la (3.2.4) e 'analoga rappresentazione di V' si ha

+o0 +o0
W=TV=>Y B t, 4. (3.2.7)

p=—00 k=—00

Poiché, posto

+0o0
wy = Yty (3.2.8)
k=—00
risulta
“+00 +oo +oo
fwlh = D lwl < Y Yty sllvel =
p=—00 p=—00 k=—0o0

= Izl -l

si ha che la serie (3.2.8) ¢ convergente e quindi la (3.2.7) rappresenta vera-
mente una matrice in 7.

Inoltre dall’identita

+o0 +o00
Wy = E tp_kvk == E thvp_h

k=—00 h=—o00
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appare chiaro che
W=TV=VT.
Usando il Lemma 3.2.1 e facile ora dimostrare il seguente Teorema:

Teorema 3.2.1: se X é stazionario B é un operatore unitario in Hx, ovvero

VX € Hy , || BX |=| X | . (3.2.9)

[ In effetti posto X = AT X, risulta

| BX |P=|| AYBX = A¥BOBA = X*CA=|| X |I* .

O
Si ricordi qui che a causa dell’identita
XY= (I X4V P [ XY, (3.2.10)
per I'operatore unitario B vale anche 'identita
<BX,BY >=< X,Y > (3.2.11)
OVVero ancora
BBt =1,B"=B"'=F. (3.2.12)

Si osservi che le (3.2.12) valgono naturalmente sempre per le matrici B, B*
ed F', ma solo per i processi stazionari valgono anche per i corrispondenti
operatori in Hy.

Terminiamo questa prima caratterizzazione dei processi stazionari in senso
debole con un teorema tecnico di notevole importanza.

Teorema 3.2.2: se X ¢é stazionario, il corrispondente processo di innova-
zione € ha la stessa cadenza temporale di X, ovvero

BE=BX=8B. (3.2.13)
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[ Ricordando la Definizione 6.1 del Capitolo 2, si ha

~

en = (X — X)) (3.2.14)
dove
A= [ Xy _)?n ||71
X, = proiezione ortogonale di X, su H, = [Span{Xy, k < n}] .

Dunque, ricordando che B: H, - H, e B: H, 1 — H, »

Ben = An(Xnot1 — BX,) € Ho_; . (3.2.15)

Inoltre, usando la (3.2.11) si vede che per k > 2

< Bz, , BX, p11>=<¢e,, X k31 >=0 (3.2.16)

perché €, & ortogonale ad H,, ;; d’altro canto la (3.2.16) puo essere riscritta
come

<Bey, Xpjp>=0, Vk>2 (3.2.17)

il che dimostra che

Be, L H,_,. (3.2.18)

Infine, per la (3.2.9)

| Ben [|=[l en =1 (3.2.19)
Le (3.2.15), (3.2.18) e (3.2.19) insieme dicono che
Bey, =éen-1; (3220)

questa dimostra esattamente che B = B¢. O

L’importanza di questo teorema non ¢ tanto nella (3.2.16) in sé quanto nelle
sue conseguenze, riassunte nel seguente Corollario.
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Corollario 3.2.1: se X ¢ stazionario e C' < D, gli operatori matriciali M
ed A (cfr. §2.6, §2.7) tali che

X=Me, e=AX, (3.2.21)

hanno la struttura di Toeplitz, cosi che si puo scrivere

n n +oo
Xn = Z Mn,kgk = Z Mpy—kEr = kagn—k (3222)
k=0

k=—o00 k=—o00

n n +o00
En = Z An,ka = Z an,an = Zaan,k . (3223)
k=0

k=—00 k=—00

[0 11 Corollario deriva dall’applicazione del Teorema 2.5.1 alle (3.2.21), tenuto
conto del Teorema 3.2.2. U

Si noti che per la propagazione della covarianza (cfr. Teorema 2.6.3) deve
essere

C=MM"; (3.2.24)

poiché se M & una matrice di Toeplitz altrettanto lo ¢ M™, questa rela-
zione & coerente col fatto che pure C deve avere tale struttura. Espli-
citando la (3.2.24) in componenti, si trova la relazione che lega il vetto-
re ¢ = {...cc1¢01¢o ...} associato alla matrice (simmetrica C') al vettore
m = {...mamimy 0...} associato alla matrice (triangolare bassa) M, ovvero

+o0 +0o0 +0o0
Cn = Z mpmp_, = thmh_‘m = Zm‘nHkmk . (3225)
k=—oc0 h=|n| k=0

Nel Cap. 2 gli Esempi 1.1, 1.5, 3.2, 3.3, 3.4, 6.1, 6.2, 6.3 riguardano processi
stazionari; altri esempi si vedranno nei prossimi paragrafi.

3.3 Funzione di covarianza: caratteristiche

Come si e visto nel §3.2 un processo stazionario X ha una matrice di cova-
riazna C' con struttura di Toeplitz cosicché C' & completamente caratterizzata
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da una sua riga (colonna) ¢; le componenti di ¢ in funzione del parametro
“tempo” k costituiscono la cosiddetta funzione di covarianza, che di volta in
volta scriveremo,

Vogliamo caratterizzare C'(k) ovvero definire condizioni necessarie e sufficien-
ti affinché C'(k) sia una funzione di covarianza. Ovviamente tali condizioni
devono derivare dal fatto che

deve essere un operatore di covarianza, in IR*. Cominciamo col vedere alcune
condizioni necessarie:

1) C(k) deve essere pari

C(—k) = C(k) (3.3.3)

Co > |C (k)] (3.3.4)

3) C(k) deve essere definita positiva, ovvero

EN: EN: AjrAiC(k—j) >0 (3.3.5)

k=—Nj=—N

VYN, V{\,—N <k < N} #0 .

La 1) deriva dal fatto che C deve essere simmetrica ed ha la struttura di
Toeplitz; la 2), usando la Definizione 3.2.1, dice che per un coefficiente di
correlazione vale

i) = <

la 3) esprime la definita positivita di C. notiamo che se in piu si ha a che
fare con un processo X che ¢ base di Riesz di Hx la 3) deve essere sostituita
dalla condizione piu forte
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N N N
3) aS X< S ANCE-H<BY N
k=—N k,j=—N k=-—N

con «, 3 indipendenti da N (cfr. Teorema 2.2.4).

Notiamo anche che la 2) discende dalla 3) (o dalla 3’), cosicché non stupisce
che valga il seguente Lemma:

Lemma 3.3.1: una funzione C'(k) che soddisfi 1) e 3) ¢ funzione di cova-
rianza di un processo stazionario; se inoltre vale la 3°) allora X é regolare ed
¢ una base di Riesz in Hyx.

Questo Lemma non ha bisogno di particolari dimostrazioni in quanto e gia
stato illustrato nell’esempio 2.1.6 sulla costruzione dei processi normali, cui
occorre solo aggiungere che la condizione 3’) garantisce che C' < I, cosicché
vale anche 'ultima conclusione, per il Teorema 2.2.4.

Notiamo anche che nell’Esempio 2.1.16 l'indice k variava sugli interi non
negativi, tuttavia la generalizzazione a —oo < k < 400 e immediata.

Naturalmente una verifica diretta delle condizioni 3) o 3’) & assai difficile,
tuttavia vedremo nel prossimo paragrafo un comodo criterio per tale verifi-
ca. Qui ci accontentiamo di fornire una tabella (Tabella 3.1) di famiglie di
funzioni di covarianza oltre che alcuni Lemmi che permettono da queste di
costruire altri modelli.

Ay=1l,a=2/(=1

Tab. 3.1.a
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Tab. 3.1.b

Tab. 3.1.c
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A():l,N:5
Ap coswk

T

:1 = —

Ao=1lw=13



Aoe_a““‘

AO = ]_, a=0.3
Tab. 3.1.d

‘/406704162

Ag=1,aa=0.1
Tab. 3.1.e

sin wk
A
0" ok

AO -

Tab. 3.1.f
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Tab. 3.1.g

Naturalmente si potrebbero citare molti altri modelli di covarianza, tutta-
via diamo qui delle regole utili per costruire nuove funzioni di covarianza,
combinandone altre gia note.

Prima di procedere notiamo che la funzione Aycoswk non e una funzione
di covarianza di un processo regolare, in quanto essa torna periodicamente
al valore massimo Ay (quando w & uguale a m per un razionale) mostrando
che tra variabili del tipo X,,, X;, ¢, con wk = rfm, esiste un coefficiente di
correlazione p = 1, cioe una perfetta dipendenza lineare. Questo modello
pero e utile in combinazione con altri.

Lemma 3.3.2: la funzione

A >0 (3.3.6)

e una funzione di covarianza se lo sono Cy(k) e Cy(k).
Lemma 3.3.3: la funzione

C(k) = Cy(k) - Ca(k) (3.3.7)
e una funzione di covarianza se lo sono C1, Cs.

[J Infatti basta costruire un processo X con covarianza C;(k) ed un processo Y’
indipendente con covarianza Cy(k). Allora il processo
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¢ ovviamente a media nulla, stazionario e con covarianza C'(k) data da (3.3.7).
0J

Lemma 3.3.4: la funzione
+o0o
C(k) =Y Ci(k - £)Cy(0) (3.3.8)
l=—00
e una funzione di covarianza se lo sono Cy e Cy.
O Ricordando il Lemma 3.2.2, dalla (3.3.8) si deduce che

C = CiCy (3.3.9)

con ', C5 due operatori matriciali di covarianza. D’altro canto si potra porre

Cl = M1M1+

con M; matrice di Toeplitz, cosi che sempre per il Lemma 3.2.2, M; e Cy
commutano; ma allora si puo scrivere,

C - M102M1+ y

che dimostra che C' ¢ simmetrica e definita positiva, cioe una matrice di
covarianza. ]

Osservazione 3.3.1: nel riconoscere I'appartenenza di una funzione di co-
varianza ed una certa famiglia parametrica, si possono tenere in conto alcuni
elementi qualitativi che caratterizzano la funzione stessa. Tra questi citiamo

a) la presenza o meno di zeri e 'eventuale cadenza degli zeri
b) il comportamento nell’origine (con tangente nulla o negativa)

¢) la rapidita di decadimento della funzione se non vi sono zeri, ovvero il
decadimento di massimi e minimi quando vi siano zeri.
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Osservazione 3.3.2: se un processo stazionario X con covarianza C' e fun-
zione di covarianza C'(k) e sottoposto ad una trasformazione T € Ty,

Y=TX, Vo= tnmXn) (3.3.10)

per la propagazione della covarianza ¥ ha come operatore Cy

Cy =TCT™ . (3.3.11)

Mettendo la (3.3.11) in componenti si trova la relazione tra la funzione di
covarianza X, C'(k) e quella di Y, Cy (k), ovvero

Cx(’n) = -li.(:) tn_kC(k +j)t]’ 3 (3312)

k,j=—o0

dunque Cy (k) € ottenuta da C'(k) con una convoluzione ed una anti-convo-
luzione con t.

Chiudiamo il paragrafo notando che vi sono altri modelli di covarianza diret-
tamente derivabili dalle leggi di evoluzione dei processi, che considereremo
piu avanti.

3.4 Lo spettro di potenza ed il calcolo spettrale

Allo scopo di semplificare la presentazione seguente, faremo d’ora in poi
I'ipotesi fondamentale che C'(k) € T; ovvero che

f (k)| < +o0 . (3.4.1)

k=—o00

Questa ipotesi significa tra 1’altro che due componenti del processo staziona-
rio X, X, ed X,, assai lontane nel tempo hanno tra loro una correlazione
sempre piu piccola, talché la condizione (3.4.1) sia verificata. In altri termini
il processo X perde memoria dei valori assunti a grande distanza nel tempo
passato.

Sotto l'ipotesi (3.4.1) la serie di Fourier con coefficienti C'(k) € assolutamente
uniformemente convergente, cosi che ha significato la definizione che diamo
qui di seguito.
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Definizione 3.4.1: Si chiama densita spettrale la funzione

flp) =Y C(k)e™ . (3.4.2)

k=—o00

E ovvia conseguenza di quanto detto il seguente Lemma.

Lemma 3.4.1: [a densita spettrale, che per semplicita chiameremo anche
spettro, € una funzione continua e periodica di periodo 1.

Osserviamo ancora che essendo C'(k) una funzione pari, la (3.4.2) puo essere
riscritta come

f(p) = Co +2) _C(k) cos2rkp(k) (3.4.3)

il che dimostra che f(p) € una funzione reale pari.
Alcune proprieta fondamentali dello spettro, oltreché il suo nome, derivano

da un Lemma che qui dimostriamo dopo aver dato una nuova Definizione.

Definizione 3.4.2: chiameremo periodogramma del processo stazionario X,
la funzione

(3.4.4)

Ovviamente Iy(p) € una funzione non negativa di p, continua e periodica
di periodo 1. Naturalmente Iy(p) € anche una variabile casuale funzione di
X, Vp.

Lemma 3.4.2: risulta

Jim E{In(p)} = f(p) ; (3.4.5)

pertanto e necessariamente

fp) >0 Vp. (3.4.6)
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In sostanza Iy (p) € uno stimatore asintoticamente corretto dello spettro, che
risulta quindi essere una funzione non negativa.

[ Si ha
1 N
E{Iy(p)} = g 1E{ Z Xkaeun(kJ)p} _
kj=—N
1 N N-1
= FE X2 4+ 2cos 27 X X1+
P S 2 S e

N-2
+2 cos4mp Z XeXpyo+ .. }

{=—N

1
= 2N+1{(2N+1)C’0+2(50527rp-2]\701 + 2 cos4np -

(2N —1)Cy+...} =

N
2N +1 -k
= (Cp+2 2rkp————C, 3.4.7
o+ ;cos wkp SN +1 O ( )
Poiché risulta ON 1k
_|_ —
Qmkp——— | < 1
COSSTP 9N +1 ‘—

ed inoltre & Y |C(k)| < +oo per ipotesi, nella (3.4.7) si puo passare al limite
ottenendo

+o00o

lim E{Iy(p)} = Co +2) cos2mkpCy. = [(p)
k=1

per la (3.4.3). O

Riassumendo le caratteristiche della densita spettrale (condizioni necessarie),
per una covarianza che soddisfi la (3.4.1), si ha

1) f(p) & continua e periodica di periodo 1

1) f(p) e reale e pari
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1) f(p) >0, ¥p.

Osservazione 3.4.1: se pensiamo a X,, come ad un fenomeno ondulatorio
nel tempo n, possiamo prendere Iy (p) come una misura del quadrato dell’am-
piezza dell’armonica di frequenza p contenuta in X, e quindi la sua media,
per N grande, assume il significato di potenza media dell’onda a frequenza
p, da cui il nome di spettro di potenza.

Osservazione 3.4.2: se ogni covarianza in 7; ammette uno spettro che
soddisfa le condizioni 1), 2), 3), non & vero il viceversa.

In particolare una funzione reale, continua, positiva pari e di periodo 1, non
e detto che abbia coefficienti di Fourier

1+

Cr = 5

5ko/f(p) cos 2mkpdp (3.4.8)
0

che soddisfano la (3.4.1).

L’identificazione precisa della classe di queste funzioni {f(p)} non & sem-
plice, tuttavia e facile dare una condizione sufficiente affinché la (3.4.1) sia
verificata.

Lemma 3.4.3: se f(p) soddisfa 1), 2), 3) e se per di pit f'(p) € £*(0,1)
allora f(p) ¢ lo spettro di una covarianza {Cy} € Ty.

Se ¢
“+00

f(p) =Cy+ 22 cos 2wkpCl,

k=1
con C}, dati dalla (3.4.8) e per di piu

+oo

f'(p) = —472 sin 2wkp - kCy, € L?

k=1

allora deve essere
—+0o0

ZkQC’,f < +00 .
k=1

137



Ma in tal caso, applicando la diseguaglianza di Schwarz

+0oo +0o 1 +0o +0o 1 1/2
f— . . —_— . 2 . —_—
Z |Cy| = Co+ Z |Ck| - k 2 §00+2{ch k Zl@} < 400
k=—o00 k#0=—00 k=1 k=1
O
Esempio 3.4.1: sia X un rumore bianco con covarianza
Cr = 0ro0? ; (3.4.9)

la densita spettrale in questo caso e data da
flp) =0,

cioe la potenza e la stessa per tutte le frequenze, da cui il nome di rumore
bianco.

Esempio 3.4.2: sia X un processo stazionario con covarianza finita (cfr. ad
esempio il modello 2) del §3.3), ovvero

{Cx} ={Cy,Cy,...CL,0,0...} per k>0

in questo caso

L
f(p) = Co +2) Cycos2rkp ; (3.4.10)
k=1

dunque lo spettro in questo caso € un polinomio trigonometrico di ordine
finito L.

Esempio 3.4.3: sia X un processo con covarianza (cfr. il modello 4) del
§3.3)
Cr = Age M = Agpkl | (p=e<1);

in questo caso, sommando la corrispondente serie di Fourier, si trova lo
spettro

Co
= — 3.4.11
f(») T cos2np ( )
1—e 20 2e7¢
Co = Aj——— 7y=——(<1).
0 1+ ¢ 20 7 1+e*20‘( )

Si noti come anche in questo caso, essendo v < 1, risulta f(p) > 0 Vp.
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Passiamo ora ad un risultato centrale di questo paragrafo che e la caratteriz-
zazione delle funzioni di covarianza strettamente definite positive, cioe quelle
per cui C' < I, in termini di densita spettrale.

Per provare questo risultato ci verra utile un Lemma, che premettiamo
Lemma 3.4.4: sia y(p) una funzione continua e limitata su (—1/2,1/2);
supponiamo che ¥(2N + 1)-pla di numeri complessi (A_n, ... An) valga

2

1/2 N .
/ v(p) Z A2 dp >0 (3.4.12)
—1/2 k=—N
allora deve necessariamente essere
v(p) >0 Vpe(-1/2,1/2) . (3.4.13)

O Infatti sia ¢(p) una funzione liscia come in Fig. 3.4.1.

Essendo ¢(p) ad esempio continua e limitata e cosi pure ¢'(p), in tutto
(—1/2,1/2) e potendo far si che cosi sia per \/¢(p), si puo porre per opportuni

Pk

+o0
\/@: Z pkeiZWkp

k=—o00

con la serie uniformemente convergente, dovendo essere > |pg| < +o0o (cfr.
Lemma 3.4.3).
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Fig. 3.4.1

Dunque sara, uniformemente in p,

2

¢(p) = lim (3.4.14)

N—00

N
§ : DOk 67,27rlcp
k=—N

Ora supponiamo per assurdo che
V(o) <0, po € (=1/2,1/2) ;
ma allora dovra pure essere, per € opportuno,

Y(p) <0 Vp€lpy—e,po+¢e]C(—1/2,1/2) ;

allora fissato € e di conseguenza la ¢(p) come in (3.4.14), consideriamo

2

N—o00

N
90(]?—]90) —  lim Z pkei%k(p—po)
k=—N

2

(3.4.15)

N
= lim Z)\keﬂ”k”
N—o0
k=N

con

>\k — pke—i27rlcp0

|)‘k| = |Pk| .
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Essendo Y |Ax| < 400, anche il limite in (3.4.15) sara uniforme in p e quindi

si trova

N 2

§ : )\Ic 6i27rkp

k=—N

1/2

lim v(p)

dp =
N—oo 71/2

1/2
2[ Y(p)e(p — po)dp < 0O

1/2

che ¢ in contraddizione con la (3.4.12). O

Possiamo ora enunciare il Teorema principale.

Teorema 3.4.1: sia f(p) lo spettro di un processo con covarianza C; la
relazione

C=1I (al <C <pI) (3.4.16)

vale se e solo se

O<a<f(p)<p (3.4.17)

Dimostriamo che (3.4.16) — (3.4.17). La (3.4.16) significa che valgono le
relazioni

BI—C>0:;C—al>0. (3.4.18)

Prendiamo ad esempio la prima delle (3.4.18); questa implica che
V(A_n,...\y), complessi, ?

N
Z )\2)\][5(5@ — Okfj] Z 0 s (3419)
k,j=—N
ma ricordando che
1/2 .
Cy = f(p)e~™"dp

~1/2
/2

5k0 — / eszWkpdp
—-1/2

Risolvendo i complessi A in parte reale ed immaginaria, A\ = ay + ibg, & facile vedere

.....

reale, essendo C una matrice reale simmetrica.
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la (3.4.19) da

2

N 1/2 o 1/2 N o
> N / (8~ F(p)]em 0 Frdp = / 6= F®)]| D Ae™™?| dp >0
k,j=—N —1/2 —1/2 j=—N
e quindi per il Lemma 3.4.4 concludiamo che
f—=flp)=0.
In modo analogo si prova che
flp)—a>0.
Ora viceversa proviamo che (3.4.17) — (3.4.16). Dalle identita
N 1/2 N o 2
NCOA= > NACrj = / Fo) | D Aje P dp  (3.4.20)
kj=—N —1/2 =N
si vede immediatamente che
1/2 N o 2 w
fp)<B = NOALP ST =53 NP
1/2 N o 2 N
fp)>a = ACA> a/ > ner dp=a YN
12 {j=_N j=—N
OJ

Dunque il Teorema 3.4.1 ci dice che tutte le proprieta di regolarita di un
processo X e della matrice di covarianza C' gia commentate nel Cap. 2 e che
si riassumono nella condizione C' < I, possono essere verificate sullo spettro
f(p) del processo con la semplice condizione (3.4.17). Tra l’altro si noti che
per un processo stazionario che sulla diagonale di C' ha la costante Cy, le con-
dizioni C' < D,C =< I sono pienamente equivalenti. In particolare essendo
f(p) continua per ipotesi, la condizione f(p) < [ deve essere automatica-
mente soddisfatta; percio e la condizione f(p) > a > 0 che garantisce che X
sia una base di Riesz in Hx.
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Osservazione 3.4.3: ci si puo chiedere cosa avvenga invece se si assume che
f(p) si annulli in un intervallino, ad esempio in (py—¢&,po+¢) C (—1/2,1/2).
In questo caso in effetti & facile vedere, usando la stessa ¢(p) definita nel
Lemma 3.4.4, che

1/2

ACA= f)p(p)dp =0

—-1/2

per un vettore complesso A non identicamente nullo; di conseguenza la cova-
rianza C non e definita positiva ma solo semidefinita e una delle componenti
di X puo essere espressa come combinazione lineare delle altre, cio che ab-
biamo escluso fin dall’inizio del Cap. 2. Resterebbe da caratterizzare il caso
in cui f(p) abbia degli zeri isolati o una successione di zeri, ma tale analisi
fuoriesce dallo scopo di questa trattazione.

Osservazione 3.4.4: si consideri ancora una trasformazione 7' € 7; di X,

Y =TX; (3.4.21)

con la formula (3.3.12) abbiamo caratterizzato la trasformazione dalla co-
varianza C'(k) di X alla covarianza Cy (k) di Y. Ci si chiede ora come si
trasformi lo spettro f(p) di X, in quello fy(p) del nuovo processo Y.

A questo scopo introduciamo la seguente definizione:

Definizione 3.4.3: data una T come in (3.4.21) definiamo funzione di tra-
sferimento la

+oo
T(p)= ) tye™™; (3.4.22)

k=—00

Notiamo che la condizione ), |tx| < 400 garantisce la convergenza uniforme
della serie a T'(p) che percio in generale risulta essere una funzione continua
e periodica di periodo 1, ma non reale, né con qualche tipo di simmetria.

Moltiplicando la (3.3.12) per €™ e sommando su tutti glin € Z, sfruttando
i teoremi standard sulle convoluzioni, otteniamo la relazione

fr(p) = f)IT(p)P (3.4.23)
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che e I'equivalente della propagazione della covarianza. Si noti che, come gia
sappiamo, vi sono molte trasformazioni che danno luogo alla stessa trasfor-
mazione spettrale e quindi alla stessa covarianza; in effetti se V € T e tale
che

V(p) = T(p)e™*® (3.4.24)

con ®(p) reale ¢ chiaro che posto

si ha
fw®) = f@V®I=FfoIThF=rfrp) - (3.4.25)

Un esempio importante di questa molteplicita lo si ha nella ricerca di un
“filtro” (cioe di una trasformazione T') sbiancante per un processo X dato,
con spettro f(p) che soddisfa la (3.4.17). Si vuole cio¢ una trasformazione
T, tale che

n=TX

sia un rumore bianco (in senso debole) ovvero abbia una covarianza C' =1 o
uno spettro f,(p) = 1.

Usando la (3.4.23) appare chiaro che
T(p) = [f(p]'* (3.4.26)

& una soluzione al nostro problema, in cui 7'(p) ¢ una funzione reale simme-
trica, continua e limitata proprio perché f(p) > a > 0. D’altro canto come
gia ricordato nel Corollario al Teorema 3.2.2, vale la relazione

+o0
e=AX, (o= aXny) (3.4.27)
k=0

dove g, I'innovazione di X, e un processo di rumore bianco con varianza 1;
di nuovo applicando la (3.4.23) si vede che deve essere

felp) =1= f(p)|A(p)|* .
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Peraltro la A(p) cosi definita ¢ data da
+0oo )
Alp) =) are™™ (3.4.28)
k=0

che, come appare chiaro, non e una funzione reale, né e simmetrica rispetto
a p e quindi ¢ una funzione certamente diversa dalla (3.4.26). Torneremo nel
prossimo paragrafo su questo problema.

3.5 La predizione ottimale; calcolo di M ed A dallo
spettro

Il problema della predizione lineare ottimale definito come la ricerca della
variabile (X, 11)n, proiezione di X, su Hy), e dell’errore quadratico medio

Erikm =l Xnsr — (Xosk)n || © stato affrontato e risolto nel §2.7 in termini

generali.

Riportiamo qui quei risultati tenendo conto che per un processo stazionario
X, tanto la matrice di covarianza C' che M ed A sono matrici di Toeplitz. In
sostanza abbiamo

n +0o0
(Xn+k)n = Z mn+k,j6j = ngé“nJrk,g y (351)
j=—00 {=k
n+k k—1
g = Y mi ;=Y m, (3.5.2)
j=n+1 j=0
+o0
Entk—t — ZannJrk,g,j , (353)
j=0

notiamo che le (3.5.1) (3.5.3) possono essere unite per fornire la formula

n +oo
(Xoii)n = Y ThnyXj =) TpiXo (3.5.4)
j=—00 7=0
dove
n—j
Fk,nfj = Zmn,j,h%ah . (355)
h=0
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Come si vede il successo di tale formule dipende dalla conoscenza di M ed A
che a loro volta sono legate alla covarianza dalle relazioni

C=MM", A=M". (3.5.6)

Poiché la funzione covarianza di un processo stazionario e stimabile anche
da una sola realizzazione, come vedremo nel prossimo paragrafo, occorre
trovare un modo per calcolare M ed A dalle (3.5.6). Un’idea & quella di
passare attraverso le rappresentazioni spettrali delle (3.5.6), ovvero

flp) = M@®)*, (3.5.7)
AW) = 375 (358)
dove
M(p) = mye**™ (3.5.9)
A(p) = ﬁakeik%p : (3.5.10)

La soluzione del problema posto e fornita dal seguente Teorema che ha
carattere costruttivo.

Teorema 3.5.1: le funzioni di trasferimento M (p), A(p) corrispondenti agli
operatori M ed A definiti in (3.5.6), sono le soluzioni uniche delle equazionsi
(3.5.7), (3.5.8), (3.5.9), (3.5.10) con my, ay reali quando lo spettro f(p) sia
limitato sia sopra che sotto

O<a<flp)<i. (3.5.11)

[J La linea della dimostrazione é la seguente: nella parte a) prendiamo le (3.5.7),
(3.5.8), (3.5.9), (3.5.10) come equazioni in M(p) ed A(p) e dimostriamo co-
struttivamente che esiste una soluzione corrispondente a successioni reali
{mg,k > 0},{ar,k > 0}. Nella parte b) prendiamo la successione {ay}
trovata e simostriamo che posto

+o00o

M= _axXny, (n=AX) (3.5.12)
k=0

146



N, coincide con l'innovazione ¢,; ne segue che la matrice A cosi trovata
coincide necessariamente con l'operatore autoregressivo che stiamo cercando
e quindi M = A~! coincide con quello di media mobile.

a) Dato f(p) definiamo
1
u(p) = 5 log f(p) ;

u & una funzione continua e limitata, per la (3.5.11), percio si puo porre

+00

u(p) = Z e (3.5.13)

n=—0oo

Poiché u(p) & una funzione reale pari, al posto della (3.5.13) si puo scrivere

+00
u(p) = ug + QZun cosSn27mp . (3.5.14)

n=1

Si osservi che se si suppone che f(p) abbia una derivata in £2, altrettanto
vale per u(p) e quindi si puo in questo caso ritenere che > |u,| < 400.

Notiamo che se si pone ¥ = 27p, u(p) puo essere pensata come traccia sulla
circonferenza unitaria {r = 1} della funzione

+0o0
u(r,9) = ug + QZunr” cosny . (3.5.15)

n=1

La (3.5.15) ¢ notoriamente una funzione armonica in {r < 1} e quindi
raggiunge i suoi valori massimi e minimi sul contorno cosi che

1 1
3 loga < u(r,9) < 5 log 3 . (3.5.16)
Ora poniamo
400 . +00
Y(2) = uo + QZunr"emﬂ =g + QZunz” (3.5.17)
n=1 n=1
ove - .
2 =re" = rem™
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E chiaro che t(z) ¢ analitica in {r < 1} se la serie (3.5.17) & convergente e
cio ¢ vero se, come supponiamo, Y |u,| < co. Notiamo che u(z) = Rey(2).
Finalmente poniamo

M(z) = e¥®) (3.5.18)

poiché ¢(z) & una funzione analitica in {r < 1} altrettanto ¢ M (2) cosi che
vale la rappresentazione di Taylor

M(z) = +imkz’c (3.5.19)
k=0
Inoltre da
|M(2)] = e*) (3.5.20)
e dalla (3.5.16) si vede che
|M(2)| > Vo, (3.5.21)

cosi che M(z) non & mai nulla nel cerchio {r < 1}. Infine risulta pure

MR = ) = 50 = f(p),
cioe la funzione
+o0
M) = 3 e
k=0
e proprio tale che

|M(p)]* = f(p) - (3.5.22)

Dunque la M (p) cosi costruita e soluzione di (3.5.7), (3.5.9). Inoltre per la
(3.5.21) si pud anche porre

A(z) = (3.5.23)




ed affermare che pure A(z) ¢ analitica regolare nel cerchio {r < 1}, cosi che
si avra

+oo
A(z) = Zakzk :
k=0
Ora preso z = 2™ si trova
1 X
Alp) = ——~ = ) ape™™ . (3.5.24)
M(p) ,;
Si puo notare che mantenendo le ipotesi di regolarita fin qui riportate, si puo
+o0
anche affermare che Z|ak| < 00, cioe A(p) € Ti;
k=0
+oo +o00
b) notiamo che Z|ak| < 400 = Zai < 400 cosi che la serie (3.5.12) ¢
k=0 k=0

convergente, in quanto la condizione (3.5.11) garantisce che C' < I. Vogliamo
dimostrare che 1, = ¢,.

In primo luogo notiamo che

“+00

Tin = Zaan—k =1 € Hn .
k=0

Inoltre

fop) =AM f(p) =1

il che ci dice che 1 & un rumore bianco in senso debole, ovvero una successione
ortonormale, cosi che e anche

lna ll=1.
Infine osserviamo che
“+o0
<y Xnej > = Y _arClig =
k=0

+00

+00
= E akE MMy =
k=0 i=0
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+00 +00

= ZmiZaka_j_k . (3525)

i=0 k=0
D’altro canto dall’identita
+o0
ApMp) = Y agmye' > =
k,h=0
+o0o ) +00
= Zem%p (Zakmn_k> =1
n=0 k=0
discende
+00 n
Zakmn—k = Zakmn—k = 5n,0 )
k=0 k=0
cosi che la (3.5.25) da
+o0
< nnaanj >= Zml6f+j,0 = 07 v] > 1
(=0

perché ¢ 4 j > 1 cosi che dp1 0 = 0.

Ma allora 7, € un vettore in H,, di norma 1 e ortogonale ad H,_; e percio

M = €n, Vn

ovvero la matrice A coincide con quella per cui

ce=AX .

Tale matrice infatti e unica perché X ¢ una base di Riesz. U

Il risultato di questo paragrafo sta nell’aver dimostrato, anche in maniera
costruttiva, come calcolare la predizione lineare ottimale di un processo, noto
fino al tempo n, quando se ne conoscano la covarianza C'(k), ovvero lo spettro
f(p). Nel prossimo paragrafo ci occuperemo della stima di queste grandezze
a partire da una realizzazione di X.
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3.6 Problemi di stima della funzione di covarianza e
dello spettro

Supponiamo che di un processo stazionario X sia nota una realizzazione, per
un numero limitato di tempi N, che chiameremo

xn={r, 2. TN} ; (3.6.1)

spesso ci verra comodo pensare a questo vettore prolungato con valori nulli
nel tempo in entrambe le direzioni, ponendo

zg =1{...0,z1,...75,0,...}; (3.6.2)

ci poniamo il problema di stimare C'(k) e/o f(p) a partire da z,, tenendo
presente che la proprieta per noi piu importante degli stimatori sara la con-
sistenza, in quanto e noto che una stima di una covarianza da un campione
non numeroso puo contenere errori rilevanti.

a) Stima della funzione di covarianza

Uno stimatore ovviamente corretto di C}, ¢ dato da

N—k
~ 1
Cp = m;Xij+k, (k< N) ; (3.6.3)

questo stimatore sfrutta a fondo il concetto di stazionarieta utilizzando una
replica traslata di k£ tempi del vettore z, come una nuova realizzazione del
processo.

[ valori empirici Cy ottenuti dalla (3.6.3) tuttavia in genere non possono essere
direttamente presi come se appartenessero ad una funzione di covarianza
come mostra il seguente controesempio.

Esempio 3.6.1: sia N = 3, z; = {1,0,1}; mediante la (3.6.3) si possono
stimare i tre valori 5

00257 01:0702:17
che non possono appartenere ad una funzione di covarianza in quanto

Cy > Cy.
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Tuttavia i valori empirici ék, che costituiscono la cosiddetta funzione di co-
varianza empirica, possono essere interpolati con un qualche modello appar-
tenente ad una delle famiglie parametriche illustrate nel §3.3 o ad una loro
combinazione.

Osservazione 3.6.1: i valori empirici C}, di solito non vengono stimati per
valori di k& che vanno oltre il 20% di N poiché all’aumentare di k& diminuisce
il numero di coppie disponibili per formare C}, e la stima diviene piu errati-
ca; inoltre ad un intervallo di 0,2N la funzione di covarianza deve gia aver
mostrato tutti i suoi caratteri salienti, se no vuol dire che il numero di dati
disponibili non e sufficiente per svolgere il tipo di stima richiesto.

Esempio 3.6.2: si prenda la funzione di covarianza empirica in Fig. 3.6.1.
Essa e stata generata da un campione di numerosita N = 100 di un processo
normale con covarianza

C(k)e’o’”k‘ )

Come si vede la funzione empirica tende a zero senza mostrare oscillazioni
significative e con un marcato approccio a cuspide nell’origine. Scelto percio
il modello C, = Cpe~*l si sono stimati i parametri Cy ed a ottenendo
I'interpolazione mostrata pure in Fig. 3.6.1

Fig. 3.6.1 Interpolazione della funzione di covarianza empirica con il
modello Cj, = Cye~*l: Cy =1, = 0.1.

In Fig. 3.6.2 e Fig. 3.6.3 mostriamo esperimenti analoghi per i modelli

C(k) = Coe™** (Cy =1 a = 0.1)

™

C(k) = C’ge—alk\ coswk, (Co=1a=01w= 1_0) .
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Fig. 3.6.2 Interpolazione della funzione di covarianza empirica con il
modello C}, = C’ge_ak2; Co=1,aa=0.1.

Fig. 3.6.3 Interpolazione della funzione di covarianza empirica con il
modello C), = Coe~*l coswk; Cy =1, a = 0.1.

Nel primo caso la scelta della funzione interpolante della famiglia corretta e
suggerita dalla velocita di annullamento, dall’assenza di oscillazioni signifi-
cative e della forma sostanzialmente piatta nell’origine. Nel secondo caso la
scelta di una esponenziale coseno e dettata dalla cadenza di zeri, massimi e
minimi e del comportamento nell’origine.

Se anziché usare la procedura sopra descritta, si cercasse al posto di (3.6.3)
uno stimatore empirico C, che possa essere usato direttamente come funzione
di covarianza, si potrebbe porre

N 1 N—k
Ch, = N;XjXM : (3.6.4)

Lemma 3.6.1: lo stimatore Cy, dato della (3.6.4) da luogo ad una funzione
definita positiva.

[0 In effetti sia 2, come in (3.6.2). Notiamo che

NC, = zfB'zy= > apap =



pertanto, ricordando che B™! = Bt = F,

N N
NY AMCick = NY Nzd Bz, =

Q=1 ik=1

N +
= Nz [Z)\kBk
k=1

5 2>0.

N
ZAiBZ'
=1

O

Si puo anche notare che C}, benché non sia uno stimatore corretto di CY, lo
e almeno asintoticamente in quanto

N k

D’altro canto se Ck e uno stimatore consistente di C}, altrettanto lo e Ck =
N_ kC’k, pertanto C’k e uno stimatore accettabile di C}, a condizione che sia
conastente A questa questione risponde un teorema dovuto a Bartlett.

Teorema 3.6.1: supponiamo che X sta un processo stazionario del tipo

X = A¢ (3.6.6)

con & rumore bianco in senso forte (ovvero le componenti &, &,k # j sono
tra loro stocasticamente indipendenti) e con A € Ty, ovvero

+00 +o0o
X, = Z 1k Z lag| < 400 ; (3.6.7)
k=—o00 k=—00

suppontamo inoltre che §; abbia momento quarto finito
E{&} < 400 ; (3.6.8)

allora vale la formula asintotica *°

k=—00

- 1 [ &
0(Ce, Cen) = N{ > (CiClon + CrresnCroe)+

10Tn effetti se A € 77 anche C = AAT € 71, come si & visto nel Lemma 3.2.2; pertanto
D ICH < +o0 =D CF < 400

cosi che le serie in (3.6.9) sono convergenti.
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+ (My = 3)CiCrin} + 0 (%) | (3.6.9)

[0 Notiamo che la (3.6.9) per h =0 ci dice che

o(Cy) =0 (%) ; (3.6.10)

questa unita al fatto che

lim E{C,} = C, (3.6.11)
N—0

ci permette di affermare che 54 — Cyin £%(9Q) e dunque anche in probabilita,
cosi che C, € uno stimatore consistente di C).

Ci limitiamo ad accennare la dimostrazione del Teorema solo nel caso
X, =&, (A=1). In questo caso, quando ¢ # 0,

N
E{C}} = % > E{&ieklhre} -

ik=1

Notiamo che se i # k il secondo termine ¢ = 0, mentre per i = k(¢ # 0)
risulta

E{&&isi&rbire} = B{AEYE{E = 1.

Pertanto, ricordando che Cy = 0 perché X,, = &,,

~ ~ N -/ 1 1
2 _ 2 _ _ 4
E{Ce}—a(Cg)—iNz N+0<N>
come risulta anche nella (3.6.9) quando Cy = dyp.

Se ora invece prendiamo

~ 1 N
B{C3} = ) Bled) =

ik=1

N
1 M, —1
— WZ[(MF Do +1] =1+ i

i,k01
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ricordando che Cy =1 (essendo X,, = &) si vede che tale relazione coincide

con la (3.6.9), essendo
~ M,—1
o*(Cy) = ‘*N .

0
b) Stima dello spettro

Naturalmente ogni stima di C} che sia anche definita positiva, come 51“ da
luogo ad una stima della densita spettrale f(p) con la formula

N—-1 N—-1
f(p) =Co+2) Creosk2mp= Y Cpe** (3.6.12)

k=—1 k=—N+1
Vale il seguente Lemma.

Lemma 3.6.2: risulta
f(p) =Inx(p) . (3.6.13)

Il periodogramma Iy(p) € definito in (3.4.4).

[ Questa identita e gia stata dimostrata nel Lemma 3.4.2. 0

Ricordando la proprieta (3.4.5) di Iy(p) si vede che f(p) & uno stimatore
asintoticamente corretto. Tuttavia sfortunatamente f(p) non & uno stima-
tore consistente di f(p) puntualmente in p, come & dimostrato dal seguente
controesempio.

Esempio 3.6.3: sia {{,} un rumore bianco gaussiano. Posto

N 2

ngeik%rp
k=1
1 N 2 N 2
= N (Z&“ coS k27rp) + (Zﬁk sin k27rp) ,
k=1 k=1

no =

notiamo che le due variabili

N N
Uy = Zﬁk cosk2rmp , Vy = ka sin k27p
k=1 k=1
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sono congiuntamente normali, con media nulla ed inoltre, preso p = & = £

con k < s interi e successivamente N = Ms, n = Mr in modo che p resti
costante VM, si ha

£{ot (1)} - e B -5

N

{1 (3)) = L2 22

Ancora, vale

k27m . k2mn
E{UyVy} = Z sin —— =0

di conseguenza si vede che

~/T T 1

f(é) = In (2) 2 [NUN+NVN] a
1] UR Vi 11
= 3 | * )~ o

2

indipendentemente da N = Ms. Ne segue che fv(g) non puo convergere ad
una costante, f (g), per N = Ms.

Sebbene non valga una convergenza in probabilita di f(p) ad f(p) per ogni
p, tuttavia si puo dimostrare che si ha sempre una convergenza in media
quadratica di funzionali piu regolari di f(p) agli stessi funzionali di f(p). Pin
precisamente vale il seguente Lemma che enunciamo senza dimostrazione:

Lemma 3.6.3: Vo(p) misurabile limitata si ha
1~
Jm B[ Fet)i} - / [ewds,  (36.14)
5
lim 02{/ Fp)e(p)dp} =0 . (3.6.15)

N—
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[l Lemma 3.6.3 afferma essenzialmente che una versione lisciata di f(p) tende
in media quadratica ad un’analoga versione lisciata di f(p).

Sulla scorta del Lemma 3.6.3, si e costruita una teoria per gli stimatori

“lisciati” dello spettro.

Definizione 3.6.1: un lisciatore o finestra é una funzione w(p) che per
semplicita supponiamo pari, continua con tutte le derivate richieste, tale che

w(p) =0 Ip| > ¢ (3.6.16)
e tale che
1/2
/ w(p)dp=1. (3.6.17)
~1/2
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Un esempio tipi-
co e dato in Fig.
3.6.4

Dato w(p) si pud generare da questa una famiglia parametrica, traslando il
picco in p e cambiando ampiezza di w(p) pur mantenendo la condizione

(3.6.17);

wa(p —P) = aw[a(p —D)] . (3.6.18)

Notiamo che fissato p e Vo fisso w,(p—p) € una funzione continua e limitata,
cosl che in base al Lemma 3.6.3 risulta che

_ 1/2 _

fn.a(P) =/ / wa(p — P) f(P)dp (3.6.19)
—1/2

¢ uno stimatore consistente di

1/2

Falp) = / walp — D)/ (P)db (3.6.20)

1/2

D’altro canto, essendo f(p) continua, appare chiaro che

B 1/2
i falp) = Jin. f,, v PPk =
+00
= lim _ w(q)f (p— %) dg = f(p) ,

cosl che si e pensato che agendo contemporaneamente su « e su N si potesse
ottenere una successione Sy, che tenda in media quadratica ad f(p). In
effetti vale il seguente Lemma, che non dimostriamo.
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Lemma 3.6.4: sia f(p) lo spettro corrispondente ad una covarianza C' € Ty
e sta ay tale che

an — +00 O‘WN 0 (3.6.21)

allora, ¥p

A}I_I)I;o E{fN,aN} = f(p)

. 2/ F o
Jim o (fyay) =0

Osservazione 3.6.2: leffetto dell’'uso di w,(p — D) per costruire fy ,(p)
puo essere anche visto in termini di covarianza. In effetti ci si puo chiedere
quale sia la covarianza C, (k) corrispondente a fy ,(p). Poiché w,(p) ¢ una
funzione pari si potra porre

+00
wa(p) = an,a cos 2mnp ;

n=0

sostituendo questa relazione nella (3.6.19) vediamo che

N-1
7N,a(p) = Cowp,q + 2Zann,a CoSN27p .

n=1
Questa equazione ci dice che & semplicemente
Co(k) = Crwopa - (3.6.22)

Esempio 3.6.4: esempi di alcune tra le finestre piu usate per le stime spet-
trali sono associate ai coefficienti di Fourier:

s(1+cosZt)y 0<k<M
. . _ _ 2 M — —
Finestra di Tuckey wy =w_j = { 0 k> M
k\?2 k)3 M
1-6(3) +6(5)° 0<k<f
Finestra di Parzen w, = w_;, = ) (1 — %)3 % <k<M
0 k> M
1 k=0
Finestra di Daniell wy, = w_;, = sin %QW O<k<N—1
M sin %2# o
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In tutti questi casi M prende il posto del parametro «; una regola empirica,
ma ben funzionante per la scelta di M e

M = 2VN .

In tutti i casi come si vede, per k fisso

lim w,(M)=1.

M—0

3.7 Processi semplici

Definiamo semplici quei processi X la cui funzione di trasferimento tra inno-
vazione € ed X,

M(p) = M(2)|,— iz (3.7.1)

ha la forma di una funzione trigonometrica razionale, ovvero
_ Pr(z)
- Y

Qn(2)

con Pr, )y polinomi rispettivamente di grado L ed h.

M (z) (3.7.2)

Ricordando la discussione del §3.5, imponiamo ad M (z) di essere una fun-
zione analitica in tutto il cerchio {|z| < 1} ed anche ivi |[M(z)| # 0 oltre a
soddisfare la (3.5.7), ovvero

[ M(e™7")| = M(e™™) M (e™™) = f(p) - (3.7.3)

Ne deduciamo in generale che P, (), devono necessariamente soddisfare le
condizioni

Pr(z) #0, Qun(z) #0 in {|z| <1} ; (3.7.4)

inoltre & logico usare per M(z) una rappresentazione irriducibile cosi che
supporremo che P e (), non abbiano zeri in comune; infine notando che Pj,
e (Qn possono essere moltiplicati per una costante senza modificare M(z),
possiamo scegliere arbitrariamente un loro coefficiente (purché # 0) ed in
specifico assumeremo
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Osservazione 3.7.1: notiamo che se in M (z) si sostituisce z con B si ottiene
proprio l'operatore M matriciale per cui

X =Me=M(B)e
ovvero 'operatore in Hy per cui

X, = Me, = M(B)e, = En - (3.7.6)

La (3.7.6) moltiplicata per Qp(B) da

ovvero

X+ X 1+ .. quXu_h = DPoEn + Pifn_t ...+ PLE_L ; (3.7.8)

un processo che segue una legge del tipo (3.7.8) viene anche detto autoregres-
sivo e di media mobile (ARMA dall’inglese autoregressive-moving average).
La parte Q,(B) ¢ detta la parte autoregressiva dell’operatore mentre Pp(B)
e detta la parte di media mobile.

I processi per cui (0, = 1 sono detti di pura media mobile, o sinteticamente
MA, mentre quelli per cui P, = py sono detti puramente autoregressivi,
ovvero AR. Per sfruttare meglio le loro specificita, dividiamo la trattazione
dei MA degli AR.

a) Processi a media mobile

In questo caso (cfr. (3.4.3), (3.2.25))

M(z) = Pi(2) = po +p1z...pr2"  my = py (3.7.9)
L 2 L
flp) = kaeﬂ”k” =Cy+ 2ZC'k cos 2mkp | (3.7.10)
k=0 k=1
L
k=0
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Si noti che la caratteristica di questo processo e che

Ce=0,k>1L (3.7.12)

cioe il processo perde completamente memoria del passato dopo un intervallo
di tempo maggiore di L, cosa questa che aiuta anche ad identificare questi
processi partendo da una covarianza empirica.

L’equazione di evoluzione del processo e
L
Xp = mpen i, (3.7.13)
k=0

cioe appunto quella di una media mobile monolaterale (solo verso il passato).
I1 problema della predizione ottimale per X, dati (X;, X5...Xy) € invece
pitt complesso di quanto sembri; infatti se da un lato scrivendo la (3.7.13)
nella forma

Jj—1 L
Xnej =Y mienijok + > mpensjor (< L) (3.7.14)
k=0 k:j
si rende subito evidente che il termine
j—1
kaé‘Nﬂ'w 1L Hy ,
k=3

cosi che esso entrera per forza a far parte dell’errore di stima, non si deve com-
mettere 'errore di credere che en,en_1... € Hyy = Span{X;, Xs... Xn}.
Infatti, ad esempio, I'innovazione €y dipende in generale anche da Xy, X ;...
cosl che la sua proiezione ortogonale su H; y non e banale da ottenersi. Tut-
tavia, come mostreremo esplicitamente negli esempi, quando N e grande
rispetto ad L e possibile ottenere una soddisfacente approssimazione de-
gli € necessari nella (3.7.14) in termini di Xi,...Xy. Notiamo anche che
chiaramente per j > L

PI,NXN+j =0 (] > L) (3715)

P, n = proiettore ortogonale su Hy
cosi che

En=mog+...+mj  (j>1L) (3.7.16)
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Esempio 3.7.1: (MA1). In questo caso

M(z) = My +myz

e ’equazione di evoluzione e

Xn = MoEp + M1Ep_1

Cosi le (3.7.11) danno
CU = m% + m%

01 = MoMmy (3717)

La condizione (3.7.4) limita le eventuali soluzioni della (3.7.17) a quelle che
soddisfano la condizione

[ma| < [mol ; (3.7.18)

notiamo che in particolare si puo sempre assumere

me >0, (3.7.19)

poiché tutt’al piu si puo cambiare segno ad mg, m; e ad {¢,}, il che natural-
mente non cambia la natura di rumore bianco di tale successione.

Notiamo anche che della (3.7.17) si puo scrivere

o 2
{ Co + 20, = (mg +ma) (3.7.20)

C() — 201 = (’ITLO — m1)2
il che prova anche che deve essere
1
|01| < 500 ;
questa condizione peraltro ¢ anche necessaria perché lo spettro
f(p) = Co + 2C cos 2mp
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sia strettamente positivo.
Dalle (3.7.20) possiamo ricavare mg, m; in funzione della covarianza Cjy, Cf;
la sola soluzione che soddisfi le condizioni (3.7.18), (3.7.19) ¢

{ mOZ%(\/CO‘i‘QCI"i_\/CO_QCI)
mq :%(\/Co+201—\/00—201) .

(3.7.21)

Infine, osservato che dati Xy, ... Xy la predizione di Xy o & )?N+2 =0 con
e.q.m
E=mi+mi=C.

Cerchiamo invece Xy 1; poiché

XNy1 = mpen41 +mien

¢ chiaro che

Xni1 = miEy (3.7.22)

con £y la proiezione di ey su Hy y.

Ora notiamo che
EN = A(B)XN

dove
1 1

M(z)  mo(l+ z)

Poiché, posto y = L, deve essere |v| < 1, risulta anche

1
Alz) = — — kzk ,
) = (=)
cioe
1 N-1 +00
en=— | D (=N Xnk+ D> (1) Xy (3.7.23)
Mo 45 k=N
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Consideriamo il secondo termine in parentesi quadra nella (3.7.23); si ha,
ricordando che || X,, [|?= Cy,

+00 +00 N
Z(—V)kXka < z:|’7|lC | Xnk ||= v CoL ,
k=N k=N L=l

cosi che se |y| non & troppo vicino ad 1 ed N & abbastanza grande, tale
termine e trascurabile e possiamo porre

eNS —) (- Xy ZEv € Hiy . (3.7.24)

La (3.7.24) usata nella (3.7.22) fornisce il predittore ricercato Xy, il suo
e.q.m. di stima inoltre sara

E=mj . (3.7.25)

Osservazione 3.7.2: si noti che, partendo da un rumore bianco {n,} &
sempre possibile definire un processo {X,} mediante un operatore di media
mobile

Xn = moln +Milp-1 ;

qualsiasi siano i valori di mg, my, { X, } risulta stazionario, con una covarianza
che soddisfa la (3.7.17). In particolare cio & vero anche quando |my| > |my|
cosi che il polinomio caratteristico my + m; ammette una radice interna al
cerchio unitario. Cio sembrerebbe in contraddizione con la teoria svolta nel
§3.5 in cui si garantiva esistenza e I'unicita di M (z), che per di pit non si
annullasse nel cerchio unitario. Tale contraddizione pero non esiste in quanto
effettivamente esiste un solo M (z) con quelle caratteristiche; in specifico se
Co =mZ+m? , C; = moymy, con |my| > |my| & chiaro che m} = my, m, = mq
sono soluzioni delle stesse equazioni e per di piu soddisfano correttamente la
condizione (3.7.18). Questa osservazione ha carattere generale per tutti i
processi stazionari di media mobile.

Esempio 3.7.2: (MA2). In questo caso

M(z) = mp +myz + myz®
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e 'equazione di evoluzione del processo ¢

Xn = MoEp + M1Ep—1 + MaEp_2 .

Per le (3.7.11) le relazioni tra mg, my, ms e Cy, Cy, Cy sono
Co = mg +m? + m3

Cl = Mo + mime (3726)
02 = MyMmso

mentre lo spettro e dato da

f(p) = Co + 2C cos 2mp + 2C, cos dmp .

In primo luogo cerchiamo di risolvere la (3.7.26); conviene porre

mo cos ¥ cos A
my | =/ Ch sin o
ma cos U sin A

cosi che la prima delle (3.7.26) e automaticamente soddisfatta mentre dalle
altre due, posto Ry = C1/Cy , Ry = Cy/CY, si ricava

cosUsind(cos A +sin \) = Ry
cos®¥cos Asin A = Ry

Quadrando la prima e sostituendo cos? ¥ della seconda, posto x = cos A sin A
si riduce il sistema all’equazione

(R? —2Ry)z* — Ry(1 —2Ry)x + R2 =0 . (3.7.27)

Notando che 2z = sin 2\, I’equazione (3.7.27) va risolta col vincolo

[ < 1/2;

sostituendo all’indietro si trova

R
cos® ) = ?2 (3.7.28)
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il che dimostra che deve anche essere

R
0<—2§1;
z

se tale condizione ¢ soddisfatta possiamo ricavare 9 dalla (3.7.28). Ulteriori
condizioni sulle soluzioni (mg,my, my) sono imposte dalla richiesta che il
polinomio P»(z) = mg + m1z + moz? non abbia radici nel cerchio unitario,
cio che implica necessariamente (ma la condizione non ¢ sufficiente) che

|m0| > |m2| |’ITL1| > 2|m2| .

Quanto al problema della predizione, come gia nel caso del processo MAI,
notiamo che hanno senso solo (XN+1)1 N, (XN+2)1 ~ in quanto

()?N+j)1,N =0 j7>2.

In particolare si ha

SNHLUL ’ ’ (3.7.29)

()?NJrl)l N =mi(En)1,n +me(En_1)1,§
(XN-|—2)1,N = mZ(gN)l,N .

Vediamo che, come gia nel caso MA1, si puo spesso porre
(En—1)iv Zenvoy (En)in Een (3.7.30)

il che ci da come valore approssimato dell’e.q.m. di stima per le (3.7.29) le
espressioni
£ m

2 ~v 2 2
52 :m0+m1,

mentre Vj > 2 risulta

Per verificare le (3.7.30) esprimiamo ¢y in funzione di {X,,n < N}. Osser-
vando che
1

ey = M(B) 'Xy= E(I —1B) Y1 —%B) Xy,
0
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dove 7,72 sono gli inversi delle radici di M (z), cosi che

< lel<p<, (3.7.31)

usiamo la consueta serie di Neuman
(I -yB) Zv’“B’“

per ottenere

1
eEN = — Z Y B Xy =

m
0 kh=0

+00 0
= Z <27f7§k> Xyt

l 0 k=0

Per la condizione (3.7.31) vale la maggiorazione

V4
> g

k=0

< lp*,

cosl che

Z (Z’Y?’Yﬁ k) XNt
=N

pN
Cor TN =p) 44, (3732

che & una quantita certamente piccola se p non & troppo vicino ad 1 ed N e
abbastanza grande. Quando la (3.7.32) sia trascurabile, vale la (3.7.30) e si
potra porre

N-2 / ¢
~ 1 _
Env_i)iy = eng = EZ (Z’Y{Wﬁ k) Xn_1-¢
0
(=

0 k=0
N—-1 l
~ k _{(—k
En)hiv & ey =— E vy ) Xnee
my
=0 k=0



b) Processi autoregressivi

In questo caso si ha per definizione

M(z) = 0 ) (90 =1) (3.7.33)
flp) = %; (3.7.34)
qu6i27rkp

la relazione tra my e ¢ in questo non e affatto semplice e cosi la relazione
tra my, e C}.

Considerando invece che
Alz) = M Y(2)

e elementare la relazione tra ay e g, cioe

=2 k=01, .h.
Po

Poiché il processo X soddisfa I’equazione

AB)X =¢,
si ha
CLOXn + aan_l .ot ath_h =E&n , (3735)

da cui il nome per X di processo autoregressivo di ordine h.

Cerchiamo la relazione generale che lega gli ax (ovvero py e i ¢x) alla cova-
rianza C%. In primo luogo osserviamo che essendo

A-M=1,
con A e M entrambe triangolari basse, si deve avere pure

1
apgMmoy = 1 , Moy = a— = Po ;s (3736)
0
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inoltre da C' = M M™ si ha anche
AC = M+, (3.7.37)

con M* triangolare alta, che sulla diagonale principale ha py per la (3.7.36).

Rappresentando il prodotto (3.7.37) come in Fig. 3.7.1

j SO
0 .
e 0 Co G G G
A-C = “a a0 . C Gy O Gy
j .. Qo aq Qo 0 j e 02 01 CU 01
as (05} aq Ao 03 02 Ol C[]
k<j
Po *
0 Po = ]\4Jr
J 0 0 Po
0 0 0 po
Fig. 3.7.1
si riconosce che deve essere
aCo+a1Co_1+ ... +ap,Coyp, = p05470 , (3738)

0=0,1,...h, (ag=py") .

Le (3.7.38) vanno sotto il nome di equazioni di Yule-Walker e si scrivono
esplicitamente come

ayCo + a1Cy + ...+ a,C), = Po
ayCh +a,:Co+ ...+ a,Ch_1 =0

agCh—l—alCh,l —|—...—|—ahCU =0.

(3.7.39)
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Queste equazioni possono essere usate in duplice modo: o per ricavare la
funzione di covarianza {Cy}, da a* = [ag, a1 . .. ay] 0 viceversa per ricavare a
da {Cy}. Nel primo caso si risolve (3.7.39) rispetto a [Cy,C} ...C}] e poi si
imbocca la relazione ricorsiva

a a
Cy = ——le_l... — _hCIc—h , (k‘ > h,) ,
Qo ap

che pure deriva dalla (3.7.37).

Nel secondo caso, chiamando ancora con C}, la matrice di Toeplitz e con g,
il vettore

Co Cy ... Cy (1)
Ch=|Cy - . Ci|,e=
Ch Ci . G 0
poniamo
E:OEIQO

da cui si vede che il vettore a soluzione della (3.7.39) e dato da

a = pod . (3.7.40)

Ora notiamo che

poiché Cj, & definita positiva, cosi che dalla (3.7.40), ricordando la (3.7.38),
troviamo

cioe
ap=Vao, po=1/vag .

Con cio dalla (3.7.40) si trova la soluzione completa.

Occupiamoci ora del problema della predizione che ¢ conveniente risolvere a
passi.
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A passo 1 avremo
Xnt1 = —poarXn ... — poanXny1-n + DoEN+1

se h < N e chiaro che Xy,... Xyy1-) € Hi ny mentre ey L Hy ny cosi che
si ha banalmente

X = —po1 XN ... — DPoOnX N1
{ ((92 ]i+;,gl’N Poar Xy PoanXni1-n (3.7.41)
1 — FO»

che risolve il nostro problema.
Vediamo come agire a passo 2; in primo luogo abbiamo
Xni2 = —pon1 Xni1 — poa2Xn ... — poanXni2-n + DoEN12
da cui immediatamente ricaviamo
(Xni2)iy = —poar(Xny1)1,v — PoaeXn ... — poanXnio-n  (3.7.42)
dove ()?N+1)1,N e dato dalle (3.7.41).
In questo caso 'errore di predizione e

XNy — ()?N+2) = —poa1[Xnj1 — ()?NJrl)l,N] + PoEN+2 =

= —poa1[PoEn+1] + PoEn 12
cosl che I’e.q.m. di predizione a passo 2 ¢

E3 = pyal +pi . (3.7.43)

Procedendo in modo analogo si ricavano iterativamente predizioni ed e.q.m.
di predizione per ogni passo.

Esempio 3.7.3: (AR1). In questo caso abbiamo
Qz) =1+qz,
cosi che I’equazione evolutiva del processo e
a0 Xy + a1 Xn 1 =0, (G0 =py a1 =py ' q1) ,
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OVVero
Xn = q1Xn71 + Poen

Notiamo che se deve essere |Q(2)| > 0 in {|z| < 1} si deve avere

a1

Qo

1| = <l1l.

Le (3.7.39) per un processo AR1 sono

{ aoCo + a1C1 = po (3.7.44)

a001 + a100 =0

e, per k > 1,

aock + aIC’k,l =0. (3745)

Supposto di conoscere ag, a; dalle (3.7.44) troviamo

2

Po
C():
1—qt

C, = (_(h)co

e cosi dalle (3.7.45) si ricava

che fornisce la forma generale della covarianza di un ARI.

Si puo notare che se ¢; > 0, C} e oscillante mentre se ¢; < 0,C) € monotona;
in ogni caso essendo |Cy| = |¢1/¥Cy si vede che la covarianza deve decadere
esponenzialmente a zero. Inoltre lo spettro del processo ¢ dato da

1 1

f(p) = |ag + ayeo2pin|? 1 + ¢} + 2q; cos2mp

che come si vede & sempre positivo essendo |¢;] < 1.
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Viceversa le (3.7.44) possono essere risolte per ay, a;

_ / CO _ 1
g = Cg_clga(po_a())a

a; = ——ap .
Infine il procedimento di predizione visto alle (3.7.41), (3.7.42), (3.7.43), per
un AR1 da

()?N-i—l)l,N = —q Xy
Et = pg

()?N+2)1,N = Q%XN
&5 = p§+ppa® — 1 =pg(1+q7)

ed e facile vedere che pil in generale
(Xni)iw = (—a1)' Xy
E=pll+g@+...+q" "],
Esempio 3.7.4: (AR2). In questo caso si ha
Q(2) =1+ quz + ¢o2°
e ’equazione d’evoluzione del processo e

ap Xy + a1 X1 + a2 X0 =€y

OVVero
Xp =1 Xp_1 — @Xp_o + pocy .

Le equazioni di Yule-Walker sono

aoCo + a1C1 + axCy = py
aUC’1 + a100 + 61201 =0
CLOCQ + a101 + CLQC() =0 5
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a cui si puo aggiungere 1’equazione ricorsiva

aoCr + a1Cr_1 + asCr_o =0 (k > 2) (3747)

ovvero

Cr = —1Ch—1 — 2Cr—2 (k> 2)

La soluzione delle equazioni di Yule-Walker rispetto a C} e data da

( agp + as
Co=1 =
0 D ag — ag
a
Cl — —% _1
ao a9
(3.7.48)
C 1 a% - a% apa9
= =
ag(ap — az)
L (D = (Cl() + 02)2 — al)

Si osservi che le (3.7.48) impongono dei limiti sui valori di Cy,Ci,Cy, in
quanto deve necessariamente essre ag # as e |ag + az| # |ay|. La forma
generale della funzione di covarianza C} va ricavata risolvendo la (3.7.47),
cio che richiede una certa discussione.

Intanto consideriamo la decomposizione del polinomio caratteristico
Q(2) = (1 = m2)(L = 722) ;

come si vede 71, ¥2 sono gli inversi degli zeri del polinomio e quindi per ipotesi
devono soddisfare la diseguaglianza ||, |y2| < 1.

Notiamo intanto che se v; # 72, le funzioni di k, ¥, % sono soluzioni parti-
colari della (3.7.47) tra loro linearmente indipendenti; pertanto la funzione

Cr = MYF + X0 (k> 1) (3.7.49)

fornisce una soluzione generale della (3.7.47) dipendente da due costanti ar-
bitrarie che possono a loro volta essere calcolate imponendo che la (3.7.49)
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coincida con Cy, C date dalla (3.7.48)

\ G — G

===
Y2 — N
Co—C

)\2:71 0 1.
Y1 — V2

Si osservi che quando vy, 2 sono complesse devono anche essere coniugate tra
loro v, = 77, cosl che 7, —y; € immaginaria pura; pertanto in tal caso risulta
pure A2 = A} che garantisce la realta di Cy. Quando invece sia v1,72 = 7,
che & quindi per forza un numero reale, tale che || < 1, si ha

Cr = MY* + Xk (B> 1) (3.7.50)
con A\ Ay date da
)\1 - C()
1
)\2 - Cl - —C() .
Y

Per completare la discussione notiamo infine che se 71, 7, sono reali la (3.7.49)
da una combinazione di due esponenziali, possibilmente alternanti con k
quando 7; o 7, siano negativi,

V= (B)fe ™ b = (B)e* (ar,02 > 0) .

Quando invece sia v, = 7} = e si puo porre la (3.7.49) nella forma

Cy = Re™ " cos(fn +a) ,

cioe di una esponenziale-coseno. Come sempre le equazioni di Yule-Walker
possono essere risolte rispetto ad a e ricordiamo che si puo porre (cfr. (3.7.40)

e seguenti)
~ 1
a4 =Ppod, Po= "=
Qo

nel nostro caso a puo essere esplicitamente scritto come

ag 2(Cs = CY)
@ | =D| Ci(3C? = Cy)
& 2(CyCy — C?)
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1

D= .
2(Cy — C)(CZ + CyCy — 2C7)

La densita spettrale del processo AR2 puo essere posta nella forma

Q)2 (1 +af + a3) + 2(q1 + q2) cos 2mp + 2¢ cos 27p

Quanto alla predizione del processo, usando le (3.7.41), (3.7.42), (3.7.43) si
ha

()?N-H)I,N = -1 Xy — XN
EL =1} ,

{ ()?NH)I,N = (¢} — @) XN+ Xy
& =po(1+4qi) -

In modo analogo si ricavano le predizioni per i passi successivi.
c) I processi autoregressivi a media mobile

Anziché fare una trattazione generale dei processi ARMA ci limitiamo qui
a studiare il processo del tipo ARMA(1,1), corrispondente ad L = h = 1,
essendo peraltro tale esmpio facilmente generalizzabile.

Esempio 3.7.5: (ARMA (1,1). In questo caso si ha

Pi(2) _ Dot piz
Q1(z) 1+q,2

M(z) = (3.7.51)

Ricordiamo subito che dvoendo essere Py(z) # 0,Q1(z) # 0 nel cerchio |z| <
1 si hanno le limitazioni

po>0, [po| > [pi|, ;| <1. (3.7.52)

Potendosi scrivere
X = M(B)e =Q,"(B)Pi(B)e

ovvero

Ql(B)X = Pl(B)§ )
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I’equazione di evoluzione del processo risulta

Xn+ X1 = poen + Pien—1 -

(3.7.53)

Le equazioni di Yule-Walker, che legano i tre parametri pg, p1, ¢; alla funzione

di covarianza C}, possono essere ricavate da

A(B)C = M*(B) |

dove

ovvero da

Ql(B)C = PI(B)M+(B) :

In effetti, notando che

M(z) (po+p12)(1 — qrz+qiz> +03...) =

= po+ (p1 — poqr)z + 02

cosl che
mo =Po, M1 =P1— Poq1 ,

si trova, ricordando che B fa scorre le colonne in giu di un posto,

mgo My — -
0 mg m —
PBMAB) = ol +mB)| T

0 my
J
PoMmo + P1my * * *
PoMyg PoMo + p11my * *
j ...... Pomyg Pomnyg + p1my *
Pomo PoMmo + p11my
0
analogamente
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J

B)C = | - h ‘
@i(B) jl... Co+qC Ci+qCy Cy+aqC

Da queste relazioni scrivendo la (3.7.54) per le componenti (k,j) con k < j
si ha

Co + ¢1C1 = pomg + prmy = pi + p? — qip1po
Ci 4+ ¢1Co = p1my = pop1 (3.7.55)
Cr +q1Cr1=0, (k> 2)

Usando le (3.7.55) per ricavare Cy da py, p1, g, si vede intanto che
Co=(—q)* VC1, (k>2)

cioe dal passo 2, C} si comporta come la covarianza di un AR1 decadendo

esponenzialmente; inoltre le prime due delle (3.7.55) danno

1
11—

pi + pt — 2qipop1
—q1(pg + p?) — (1 — ¢7)popr

Co
Ch

Viceversa volendo usare le (3.7.55) per ricavare py, p1, ¢1 da Cy, Cy, Cy, si pud
intanto scrivere immediatamente

inoltre usando la seconda nella prima delle (3.7.55) queste equazioni si por-
tano nella forma

{ pi+pd=(1-¢?)Co+2¢:C,
pop1 =C —1+q¢:Cy

la cui unica soluzione soddisfacente (3.7.52) e

Do = % [\/(1 +2q1 —¢})Co +2(1 + ¢1)Cy + \/(1 +2q1 — ¢3)Co — 2(1 — ¢1)C}y ]

p1 = % [\/(1 +2q1 — ¢2)Co +2(L + q1)Cy — /(1 4+ 2q1 — ¢})Co — 2(1 — q1)C, ] .
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La densita spettrale di un processo ARMA 1,1 e ricavata come al solito da

_ | Py (e?*™P)|? _ P2+ p? + 2popy €08 2Tp
Qu(e?™)|2 1+ g7 + 2¢1 cos 2mp

f(p)

che, stanti le (3.7.52), & una funzione sempre positiva.

Infine occupiamoci del problema della predizione almeno per due passi a
partire da N.

Poiché si ha una parte di media mobile in M (B), & chiaro che anche qui si
porra il problema di stimare (Ex); . A questo scopo notiamo che posto

Yn = Xn + QIXn—l )

risulta Y,, € Hy x,n = 2,... N; allora, riscritta la (3.7.53) come
En = aOYn — Y€n-1
_n

ap = py " =2 (7] < 1),

si puo porre in via approssimata

En = ag (—’y)kYN,k = (gN)l,N € HI,N (3756)

considerando cosi (Ey);,y come nota con errore trascurabile.

Pertanto da
Xny1 =~ XN +Poeny1 +DiEN

si vede immediatamente che, usando la (3.7.56),

(Xnp1)iv=—a Xy +p1EN)1N
EF =5 -

Inoltre da

—1 XNy1 + PoENt2 +DIENTT =
—q1(Xn41)1,8 + PoEnt2 + (P1 — QiDo)EN+1

XN—|—2

1
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si vede che

2.

{ ()?N-I-?)I,N = _QI()?N-H)I,N
E3 =pi + (P — qupo)?

il procedimento puo poi essere continuato per le predizioni ai passi successivi.
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