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SOMMARIO

Il presente capitolo riguarda la livellazione gedniea, la metodologia che consente di determinare |
guota ortometrica dei punti misurati con il solo &Pse si dispone di un modello di ondulazione
geoidica.

Nella parte iniziale vengono esposti i principatincetti coinvolti: altezza ellissoidica, quota aretrica

e ondulazione geoidica. In seguito si illustranosultati della validazione del modello di ondulaze
geoidica Italgeo99 sul territorio della Provincia Bavia. In altri termini, & stata stimata rigorosente
I'accuratezza con cui si puo effettuare la liveitere GPS.

La seconda parte riguarda la localizzazione del slleddi ondulazione. Vengono esposti i principali
concetti e successivamente la localizzazione elmelata per Italgeo99 sulla Provincia di Paviafine

il modello localizzato viene validato, per verifieai benefici avuti in termini di errori sistemaitied
accidentali.

1. INTRODUZIONE

Il presente capitolo ha per tema la livellazioneéSGR metodologia che consente di determinare déaqu
ortometrica dei punti misurati con il solo GPSsisgispone di un modello di ondulazione geoidi¢adreita di
un argomento ben conosciuto e che e stato oggetterda negli anni novanta: si veda la bibliografer una
breve rassegna della letteratura italiana sulliaeyao.

Gli argomenti trattati non sono attualmente oggettocerca in senso stretto, tuttavia la loro pre=s €
opportuna un duplice motivo: perché il testo nellg inserito il capitolo é rivolto ad un uditoriasto e non
ai soli specialisti; perché, pur essendo i condeittati ben noti, non ci risulta esistano moltdidazioni
rigorose del modello di ondulazione geoidica ltoff

Come anticipato, la livellazione GPS & una tecdicgrande interesse perché consente di determmare
quote dei punti al costo di una misura GPS e cam quelita che, pur essendo inferiore a quella della
livellazione geometrica, € certamente interessgnteprio la precisione delle quote ottenibili dadP& é
I'argomento delle pagine seguenti.

Recentemente la Provincia di Pavia ha realizzataete GPS che copre tutto il suo territorio eahaie-
ne 19 vertici livellati, connessi mediante livellae geometrica di elevata qualita (si veda laosezB.2) a
capisaldi IGM. Il territorio della Provincia di Fawlispone dunque di informazioni di controllo deesdella
massima affidabilita, che consentono di quantfidaccuratezza ottenibile con la livellazione GPS.

Il Par. 2 richiama i termini e i concetti essernzialtezza ellissoidica, quota ortometrica, ondolae
geoidica. Il Par. 3 illustra la rete GPS della Rroia di Pavia. Il Par. 4 riguarda la validaziom whodello di
ondulazione geoidica Italgeo99, mentre nel Pair. &ffonta il tema della localizzazione: si richiano
inizialmente i concetti e il formalismo e succeasiente si stimano i benefici ottenibili da talentea.
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2. LA LIVELLAZIONE GPS

Si dice spesso che il GPS misura l'altezza ellibsaima non la quota ortometrica: € un’affermazione
corretta nella sostanza, ma potenzialmente equivoca

Consideriamo, per fissare le idee, il caso di eta statica calcolata nella modalita a singola: bla&PS
misura le basi, cioé i vettori posizione dei putgivati rispetto agli altri punti e ne determimadomponenti in
coordinate cartesiane ellissocentriche. La sua@ssimpensazione consente di determinare le cadedin
cartesiane ellissocentriche (quelle dette ECEFs tetlleratura inglese) dei vertici della rete i@y
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Figural - Relazione fra le coordinate geografiche elldietbie e le cartesiane ellissocentriche (ECEF).

Si potrebbe allora concludere, giunti a questoqquatite il GPS non solo non misura la quota ortaoagtr
ma nemmeno quella ellissoidica. Tuttavia le coataircartesiane dei punti non sono riferite ad qussisiasi,
ma sono ellissocentriche, dunque si riferiscoretalina che & associata in modo naturale ad geodtle. E
allora possibile proiettare i punti rilevati suli'esoide oppure, in altre parole ma con identigmi§cato,
convertire le coordinate cartesiane ellissocergrintgeografiche ellissoidiche.

Dungue il GPS determina in prima istanza le coatdirtartesiane dei punti rilevati ma, per la specia
relazione che intercorre fra la terna cartesiamdtatd e l'ellissoide, &€ agevole, si tratta di wpeestione
puramente matematica, ricavare da esse l'altelrzsoddica.

E interessante individuare i meccanismi che fordancoordinate cartesiane ad essere ellissocemtrich
Senza addentrarci in dettagli che esulano dallposcilla presente nota, ci pare che vi siano der®esiti
principali: le coordinate dei punti noti inseritella rete devono essere riferite alla terna camesellissocentri-
ca e |la stessa cosa deve valere per |le informamotenute nelle effemeridi.

Del tutto diverso e il discorso relativo alla quottometrica, misurata rispetto al geoide. La gitree e
illustrata dalla Figura 1: la quota ortometrica piehto P, indicata conH o Q, € la distanza fr®® e B,
misurata lungo la linea (curva) indicata, caratitia dall’avere la tangente parallela alla grawi@gni punto.
L'altezza ellissoidica & la lunghezza del segmeFTﬁb, passante pa?P e ortogonale all’'ellissoide. Il segmento
e lalinea da a sono manifestamente non parall@ér evidenziare che esiste la deviazione deltcake: le
superfici geoide ed ellissoide non sono paraltdegue le linee passanti per e normali ad essegoaaon
parallele.
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P=(p..h)

Sup. Topografica

Geoide
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Figura 1l — Altezza ellissoidica e quota ortometrica.

Non vi e alcun rapporto, a priori, fra ellissoidgeoide, tuttavia & possibile ricostruire empirieate
la posizione relativa delle due superfici, mediamisure: & il grande tema deiodelli di ondulazione
geoidica. | dati necessari per calcolare tale modelli pnesessere acquisiti in modo diversi: misure di
punti altimetrici doppi, rilevati con GPS e livetiani, misure gravimetriche, oppure anche osseovazi
ottenute da satelliti artificiali.

L'uso di tali modelli &€ basato sulla semplificaziindicata nella parte sinistra della Figura 1, ahesiste

nellapprossimare la quota ortometrica con la lwzgh del segmenﬁ Q= EA) per cui si puo scrivere

Q=h-N (1)

La compatibilita numerica della semplificazioneigcdssa in alcuni degli articoli indicati in biblio
grafia. L'ondulazione geoidica N = N(¢,4) & una funzione del posto. Esistono diversi moddilli
ondulazione geoidica; ve ne sono di globali, cor@B6 o Geoid03, e ve ne sono anche di locali, nel
senso che sono ottimizzati per alcune aree: si itesito www.ngs.noaa.gov/geoid per una rassegma. |
Italia il gruppo del prof. Sanso ha progressivaraepérfezionato il modello ItalgeoXX; la versione
Italgeo99 e stata usata dal IGM per la preparazi@ngrigliati usati dal programma Verto. Recentatae
e stata definita una nuova versione, denominatgett2005 e, negli ultimi mesi, IGM ha reso dispdhib
i nuovi grigliati determinati con il modello 200ko studio presentato nelle pagine seguenti rigudrda
modello Italgeo99.

L'uso di un modello di ondulazione geoidica coneetiteffettuare la livellazione GPS, cioé di deieare
le quote ortometriche dei punti misurati con GRSpiatica, le coordinaté¢k,,1k,hk) dei punti rilevati

vengono caricate in un programma che calcola, ger posizione(¢k,,1k) , 'ondulazione geoidicaN, e
determina per sottrazione la qu@da, seguendo la (1).

3. LA RETE GEODETICA DELLA PROVINCIA DI PAVIA

La Provincia di Pavia ha realizzato, negli anni2@003, una rete GPS di raffittimento su tutteititorio
provinciale. Tale lavoro é stato progettato e realio prima che una analoga rete venisse credéaRidione
Lombardia. Fortunatamente e stato possibile, alnenoa elevata percentuale dei casi, integradeidereti e
non sovrapporle.
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Figura 2 — La rete della Provincia di Pavia; in blu i versemplici, in rosso quelli livellati, in verdeapisaldi IGM,
in magenta i vertici IGM95 ai quali la rete & statenessa.

3.1 Laretedella Provincia di Pavia

La rete GPS della Provincia di Pavia e costituitd 218 vertici cosi suddivisi:

. 110 vertici di nuova istituzione;

. 12 vertici IGM95;

. il punto PAVI materializzato dalla stazione GPSnpanente gestita dal Laboratorio di Geomatica
dell’Universita di Pavia;

. 5 vertici della rete della Provincia di Milano, @r#ti per garantire omogeneita fra la rete pavese e
guella milanese.

La rete é stata rilevata mediante la misura diI333. Il calcolo della basi é stato effettuato dopro-
gramma Trimble TGO e la compensazione é statatueffat con il programma Columbus della Best-Fit
computing (www.bestfit.com).

La rete é stata anzitutto compensata a minimi liitexendo fisso il vertice PAVI; successivamenttata
applicata una rototraslazione nello spazio penetteil miglior accordo fra le coordinate intrinsedottenute
dalla compensazione) e quelle nominali, per i 12ickdGM95 inseriti nelle rete. La Tabellh riassume i
valori minimi, massimi e medi per le tre componeafélla deviazione standard delle coordinate deti pun

compensati.
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g e [m] n [m] u [m]

Min 0,004 0,004 0,005
Max 0,010 0,011 0,015
Media 0,006 0,007 0,008

Tabella 1 — Sintesi sui valori do per le diverse componenti delle coordinate detesitainella compensazione a
minimi vincoli; le coordinate sono cartesiane looahte tangenti.

3.2 Lacomponente altimetrica

Diciannove vettici delle rete sono stati quotatin doellazione geometrica della massima precisi@ss;
coprono in modo omogeneo tutto il territorio déltavincia. Per la loro misura sono state realiztaténee di
livellazione che connettono i 19 vertici con calplisEsM, per un totale di circa 120 km.

L’affidabilitd dei capisaldi IGM impiegati & statygetto di attenzione: sono stati usati capisgigade-
nenti a linee attive e frequentemente manutenutettiri casi in cui cio era ragionevolmente poisjtmentre
in altre situazioni & stato necessario connettersipisaldi appartenenti a vecchie linee di lizéllae. Il fatto
che le informazioni geodetiche presenti in untteid non abbiano tutte la stessa affidabilita stiesso grado
di manutenzione & un annoso problema che, treol'alevono affrontare anche coloro che elaboranodelli
di ondulazione geoidica. Limitarsi a considerardaii certamente affidabili limita troppo la densitélle
informazioni disponibili, dunque si cerca di usturtée le informazioni e di effettuare una attert@rca degli
outlier. Nel caso in questione, il buon accordddrguote determinate sul campo e quelle otteraltenddello
geoidico impiegato, dimostra la buona qualita detletio ed evidenzia inoltre la mancanza di erravsgolani
nei risultati della livellazione.

Le linee rilevate sono state compensate con Colambumolti casi le linee sono semplicemente cotdit
da anelli misurati in andata e ritorno e comprendam solo caposaldo IGM e un solo vertice di rélee
linee hanno una struttura pit complessa e compnenpiol capisaldi IGM e/o piu vertici di rete. Unatesi
dei risultati ottenuti nella compensazione & datladrabelle2.

Oq
[m]
Min 0,00001
Max 0,01179
Media 0,00317

Tabella 2 — Sintesi di valori dio- per le quote dei 19 vertici di rete che sono §iteatllati.

4, VALIDAZIONE DEL MODELLO GEOIDICO ITALGEO99

I 19 vertici di rete livellati sono punti altimetiidoppi in quanto per essi sono disponibili
. le quoteQ" ottenute da livellazione;

. le quoteQ" ottenute dal modello di ondulazione geoidica kal@Q.

Cio consente di stimare la qualitd delle secondeqefronto con le prime, certamente piu preciee, f
mando le differenze

AQ=Q"-Q

i cui principali parametri statistici sono raccaoiélla tabella seguente
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AQ [m]
Min -0.077
Max 0.095
Media 0.005
Sgm 0.040
Egm 0.040
N° punti 19

Tabella 3 — Analisi statistica delle differenze fra le quoteenute dal modello Italgeo99 e dalla livellazon
geometrica.

La Tabella 3 sintetizza il confronto fra le quoteenute dal modello Italgeo99 e quelle determinate la
livellazione. Lo scarto piu grande &, in valoreoags, di 9.5 cm; vi € sostanziale assenza dirsistiemi, in
guanto la media degli scarti € di 5 mm; I'erroradpatico medio é infine di 4 cm. Si tratta di riatil molto
buoni, migliori di quelli dichiarati per il modellialgeo99, che confermano come la livellazione GBSsa
essere effettuata con buoni risultati.

4.1 Ricerca degli outlier

Il punto repv_5ha uno scarto di 9.5 cm e potrebbe essere urWRbichéepv_5eé stato connesso me-
diante livellazione a un caposaldo di vecchiauziitne, & essenziale discutere con rigore la questiA tal
fine & stato calcolato l'intervallo di confidentg, con tecniche di statistica robusta; il centro aalg alla
mediana dei valoriQ (la mediana & uno stimatore robusto della medla)semi-lunghezza e di 5 MAD
(Mean Absolute Deviation). L'intervallo in quest® @

gy =[-0.10,0.12

e il residuo del punteepv_§ pari a 0.095 m, cade al suo interno: non vi danda cheepv_5sia un outlier.
Perun campione normale vale I'equivalenza

o =13 MAD

dungue l'intervallo di confidenza considerato ha semi-lunghezza di poco inferioreda . Avremmo potuto
prendere in considerazione intervalli meno ampijmgenerale riteniamo che fare reiezione deglieuton
intervalli troppo stretti sia un modo per rendedat artificiosamente buoni.

5. LOCALIZZAZIONE DEL MODELLO GEOIDICO

Le sezioni precedenti hanno evidenziato che ldldiz®mne GPS & capace di una precisione interes-
sante, ma certamente minore di quella della lizellze geometrica: il confronto fra la Tabella 2ae |
Tabella 3 evidenzia una differenza di circa un meddi grandezza. E interessante valutare se tale
performance sia in qualche modo migliorabile metdida localizzazione.

Per localizzazione si intende I'adattamento deleffodli ondulazione geoidica, che viene calcolaoyn
territorio esteso, come potrebbe essere ['ltalimaregione limitata, ad esempio la Provinciaadi®.

La localizzazione puo essere effettuata se si gisgoun modello di ondulazione geoidica e di uotqid
numero di punti doppi altimetrici (misurati con GBSanche con livellazione), 4 o 5 per esempio. dlkn t
numero non consente di generare ex-novo un molbellte di ondulazione geoidica, a meno che la zona
considerata abbia una estensione lineare di pdulinmetri, ma permette di localizzare un modello di
ondulazione geoidica esistente, cioeé adattarlaral abbracciata dai punti doppi.
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5.1 Il formalismo della localizzazione

Le relazioni che sono alla base della localizzaziengono riassunte per comodita. Esiste la fuazion
N(e n)

che esprime l'ondulazione geoididh come funzione della posizione. Le coordinate gaaiiche Est e
Nord sono state indicate confe n) per evitare bisticci nelle notazioni, ma non attér di coordinate locali.
Per il generico puntd , rilevato con GPS, si conoscono le tre coordinate

P=(g.n.h) 2)
Fra la quota ortometrica e l'altezza ellissoidisiate la relazione
Q. =h—N(g, n) 3)

In generale, un modello di ondulazione geoidicafoomsce esattamente la funzioh&e, n), ma una sua
approssimaziondi(e, n) . Note le coordinate (2) del pun®, la sua quota approssimata pud essere calcolata
usando il modello di ondulazione geoidica, cioftezione N(e, n)

Qk = hk - N(Q« I']()
Non e evidentemente possibile determinare la sotaqeera, con la (3), perché I'ondulazione geoidi-
ca vera non é nota.

Gli aggettivi vero e approssimato vengono usatjuesta nota in modo che potrebbe dispiacere agli
specialisti del Trattamento delle Osservazioni, shano, come gli autori del resto, che le misure no
forniscono valori veri, ma solo stime migliori ogugori. Ci pare tuttavia che le scelte lessicatie€fa
aiutino il lettore a fissare le idee e a non lastieaonfondere dalle molte grandezze in gioco.

| rapporti fra la funzioneN(e, n) e la sua approssimazione possono essere forntiairtraducendo la
funzione di erroreAN (e )

AN(en=Nen- Nep 4)

In generaleAN (e, n) non é nota, ma é lecito pensare che, su esteffisiitate, abbia una forma analitica
semplice. Si pud dunque porre

AN(en)=aer br « (5)
Riassumendo, per ogni punto misurato con GPS sistomo
+  le coordinate cartografichég , n, h), derivanti da misure GPS;

. I'ondulazione geoidica approssimaly, = N(g, n), nota dal modello di ondulazione geoidica;

. la quota approssimat@, = h - N(g, n), determinata con il modello di ondulazione; talet ha
in genere una qualita minore di quella ottenibde tivellazione geometrica.

Per ogni punto doppio, rilevato con GPS e livellagi geometrica, si conoscono
+  le coordinate cartografichée, nn, ), determinate con GPS;

. la quota ortometrica ver® , determinata con livellazione geometrica;
. 'ondulazione geoidica vera, ottenuta formandoitfecenza N, = N €@ ,n )= h—- Q;
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. I'ondulazione geoidica approssimata, desunta daleio N, = N(e, n) ;

. il valore della funzione erroraN (e, n) in prossimita del punteesimo,
AN, =AN(e, )= N- N.

A partire dalla (5), si pud scrivere un’equazioee@gni punto doppio
AN, =ae+ bn+ c =1,2,..., F (6)

in cui gli unici elementi incogniti sono i coeffeniti (a, b, c). Il sistema di equazioni (6) puo essere risolto ai
minimi quadrati, determinando una stima della fangierrore

AN(e n)=ae+ br "

Si noti che la stimaN (e ) ¢ indicata con altra simbologia rispetto alla \far&ione AN (e ) : AN
non coincide com@N ma la approssima e tale approssimazione é buopassgone, densita e qualita di
misura dei punti doppi sono adeguate. A partiregﬁla(e n) , Si puo definire un nuovo modello di ondulazione
geoidica

Nien=Nen-ANeh (7)

che costituisce -per la sola zona all'interno dentpdoppi- una approssimazione di(e, ) migliore di
N(en.

Il nuovo modello (7) puo essere applicato a tyitimti misurati solo con GPS, ottenendo una nuowéeq

Q =h-N(g, n) ®)
migliore di Q, .

5.2 Validazione del geoide localizzato

In linea di principio la localizzazione garantisge incremento della precisione del modello geoid&o
condizione che le misure usate per calcolarla sedeguate. In termini pratici, € necessario vatute
I'incremento ottenibile sia significativo.

Se gli scarti fra il modello verdl(e, n) e quello approssimatbi(e, i) sono di natura puramente acciden-

tale, la localizzazione non portera alcun benefism al contrario le differenze contengono una corepte
sistematica, non necessariamente costante, |azicacgbne ne neutralizzera almeno una parte, daosioun
beneficio. Si pud anche affermare che la consiatemmerica delle correzioni apportate dalla lozaliione

evidenzia la presenza nel modeNi(e, n) di sistematismi non modellati e manifesta i mardinmigliora-
mento che un modello di ondulazione geoidica pdssie

Per verificare se la localizzazione garantiscatefienente dei benefici significativi, sono staticara usati
i dati della Provincia di Pavia. 1 19 punti dopphe anzitutto stati suddivisi in due insiemi disgiu5 da usare

per la stima della funzionAN(e n) e i rimanenti 14 per la validazione. |1 5 puntitugeer la stima sono

posizionati come indicato dalla Figura 3, 4 in piosie perimetrale e 1 baricentrico. Si noti che aostato
usato il puntaepv_5§ che pure e in posizione perimetrale, per la siobid qualita.
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Figura 3 — | punti doppi altimetrici e quelli usati percilcolo della localizzazione del geoide, in rosso.

Per garantire omogeneita nella comparazione, & stfttuata una seconda volta la validazione ded p
modello Italgeo99, limitata ai soli 14 punti, i gigultati sono riassunti dalla Tabedla

QiM _QL [m]

Min -0.077
Max 0.095
Range 0.172
Media 0.005
Sgm 0.043
Egm 0.044
N° punti 14

Tabella 4 — Validazione del modello Italgeo99 sui 14 puntrusati per il calcolo della localizzazione.

Le quote ottenute applicando il modello Italgeo88alizzato sono indicate co@"" . Le loro pro-
prieta statistiche, ottenute per confronto con lguettenute dalla livellazioneQ" sono
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QiML - QL [m]

Min -0.045
Max 0.066
Range 0.111
Media 0.004
Sgm 0.029
Egm 0.029
N° punti 14

Tabella 5 — Validazione del modello Italgeo99 localizzato

La media resta inalterata, il range é ridotto &86&5lo sgm é ridotto al 67%: indubbiamente la iazat
zione ha prodotto benefici significativi.

E interessante fare un'ultima considerazione. 8epbe osservare che, certo, la localizzazionentigce
un miglioramento della precisione della livellazo®PS, ma il prezzo da pagare é I'effettuaziormaisiire di
livellazione geometrica. Il vantaggio sta nellaganzione: i punti doppi richiesti sono pochi e influche
beneficiano della localizzazione, quelli misuratbscon GPS, possono essere centinaia o miglieiagaso di
riprese lidar (assimilabili, per quanto riguardsistema di riferimento delle coordinate prodaitejisure GPS)
i punti sono addirittura milioni.

5.3 Conclusioni sulla livellazione GPS e sulla localizzazione

E stato dimostrato che la livellazione GPS, reatzattraverso l'uso del modello di ondulazioneidjea
Italge099, da risultati molto buoni in termini dicaratezza, sul territorio della Provincia di PaB&sogna
considerare tuttavia che in Italia sono presemntiezoit ostiche, sulle quali le accuratezze ragd@hihgono
meno buone.

La localizzazione consente di migliorare in modgngicativo I'accuratezza, il che evidenzia chesgino
margini di miglioramento. Tale potenzialitd & statasumibilmente sfruttata nel lavoro che ha portda
definizione di Italgeo2005, la cui qualita verralarrata in una prossima pubblicazione.

Ci pare si possa concludere che la livellazione ,GleShen realizzata, consente di determinare lee quo
ortometriche con una qualitd compatibile con langrarte delle applicazioni. Le necessita di farellbzione
geometrica si pone solo in poche nicchie applieativ
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